. o (ie/10]/200%)
TEMA 2: INTERPOLACION.

4. INTRODUCCION .

Interpolar  es wna forma de aproximar funciones.

h

Se  extraen uvna sere de dotos

de o Puncicn o ejemple, puntos rolcs
X per eemp P

Qe posa, mdrimos, m-'nimcs...) Y se trata

de buscar  otra Buﬂ(.iﬂ:y que ceingda  cen

elio. en  escs ?untos.

é,Pbr guef se intefPGlQ ¢
A quue o Suncit‘:ﬁ o estudiar es MUy comple&n.
* Porgee ia Sondc’n a  eskodiar e desconocada Y zole se

cenoeen L\]SUWZ;& datos.

H“!é muches tipas de interpolaciones. De momento nos centraremos
en la 1n{:€rpolacic§n Polinomiad pero no  debemes duwidar Que hmg muchos ofros
'HPes..

- CLASICA ('Pelinamacs de Lugrun%e ,

!n’(;erPoiacién Polinomial Bases de Laarunae).

- DTRAS.

ng ckro  concepto  Jlamade tambien
*bases de La.arunae Y que nc beaen
nada  que  ver ccd esto que vamos

a bratar.




Vames a  ver MSMCS < emEiGS de interpolaciones.

. . . ¢ s ’ - -
¥ INTERPOLACION POLINOMIAL CLASICA : EBs o mas concada. Nes dan uno. serie de

puntes de la grdgiiu y nos pden hallar un polinomio qué pase por escs  puntos,

Y osy &P!"{'}Ximﬁ‘, ia 8rc§.8ica-

, A
B = Senk
a
% Yy
¢ G
R
it 0

(n,0)
plx)

Necesikamos  un poli neMIC

qre pase por estos puntes... Parece por fla figra que serd yna  parsbola.

/W’%V'f‘
( ECUACION GENERAL DEL
POLINOMIO :

f) plx) = ac + ayx + azxz +_..ff

R“‘*‘"‘“’\j\vﬁ‘\»ﬂ/’\wf"‘j

Como  kenemos 3 cendiciones (3 dﬁjws) , el Polinomio en este casc

serdd , omo mucho, de Smdc 2 porgue Podemos asi:irar o vesolver 3 ccegécientes‘

# . S P
SUQ mener s _— __,,'7’":”%%“’»;..‘ A{I g LW

algdn wefivente # qp " EL NUMERO DE COEFICIENTES QuE T

Ll R PODEMOS RESOLVER VIENE DETERMINADO PR -
: EL NUMERO DE TDATOS QUE NOS DAN. (
NN A A A A

HALLAR EL POLINOMIO = CALCULAR LOS COEFICIENTES.

R e o0 S AT

R




. . _ . : 2
El pelinemio  seriq. - plr) = ap + Wx + azx

Imp&nemcs los  <endicionés:

ple) =0 ; plo)= a + a.C + a6 =0
Petermincmes
2 :
P(g—): i J ?(H/Z): A + Cl}-_n... 3 Clz.(_fl__) =4 los weﬁi(-_.enteg
2 2 —
P(n)=0 ; p(n) = Qg + QT 4 QT = 0
QAo =0 Qg =0
z
————t fo 4 . + Oz ki = 4 2oyl + Qzm = 4
2 & — -
a.ﬂ + dz21 = 0
2
Qg + @, - + qaz N =0 4
a,n = 4 Qo=
/ o
o, n +azﬂ1:0_‘ Clz-;_—al 3 Az = -
i n*

Rﬁr lo Lantc, el Pdinomio que buscabamos  es:

plx) = ix__"_x"-.-__"_(x___"i) E
n Z
, L " |
!

Este e o Polinc,mic hallado por lnteri)olacioh P. Cldsica.

Ahora.  pedemos comprebar gue  sea correcto (evaluarle o

les ?untns que  nos do.\nan).

* INTERPOLACION POLINOMIAL NO CLASICA: Es policomial porque  bustamss  un

gelincsmie, perc no  es clasieo porque  los @utos Pscpcrqcnados nc sen  €a  imagen
de o Endéu en determinades Punﬁﬂs, tomc owirna en el case antencr. Ahora
tenemos & misme fbncio’n ( g = sen x ) y les sfguientfs dates:

§(c)=o0
Si(o) =4 . Pedemes aspirar o resclver 3 cueficientes.

3(“/2)-‘- 1 El polinomic sed , come mocho , de g gmde.



A
y=tax
El Po\inom}e e :
p(x) = Qo + A% + apx

; Lo derivomcs:
[}
] = P'(x) = @ + ZazX

7
L
Z

Senx

Im?cnemcs las  cenclicienes

N
g(ﬁ) =0 —Pp Qg = O

Caleslomos  los

Sl(()) =1 __5 Q) = 4 > coefiaentes

2
8(“&)24 —— Qe + a.,l;_, + ﬂz(-:—) = 1 J

(Y2)

Uno. vez hollodos fcs ccegiue,n\:es‘, Yo tenemes € pelincmic  que

buscdbomes:

- I
P(ﬁ)g X +’1 /2 ‘xl

(“af




« INTERPOLACION POLINOMIAL DE HERMITE: Consiste también en  buscar . 4n

gue se adapte o wnos dakes, que serdn siempre de la forma:

Polir\omio

{ Pontos )

Re ... Xn

(Imagen de los puntes) — N+ 1 dabos
E \

§(xo) , §(x1), o, §lxa)

2n+ 2 datos

( Derivada en los Pu.‘r%cs) > n+l dates

§(xa) , §x) , s §x)

Teadremos 2n + 2 cendicicnes y per ellc podremos resolver  2n+ 2 cceg"dentes:

Znl

5 . X
Pinomic _p p(%) = Qg + QX + QzX ¥ ... % Gann

2n
L (2044). 0505, %

' Z
Derive P‘(x) = ay * PhgX @ o

Se imponen las condiciones g se’ resuelve el sistemon  correspondiente.

Asi se chbhene el valor de  los c,c-egicientes ai y se enaentra el pelinemio .

¥ INTERPOLACION ?OQMOMiAL DE TAYLOR: Para un punto %5 se cencce € valor

de ia guhdéﬂ g(lo) Y S secesivas  dervadas  en el F.un“ho As. En este tipc.

de Gnterpc-\o.cio11 decconc2cc muche de o grc%ica, pere 'tenga mucho mgormudo'n

scbre  uh  punto (%s).
y = senx %, = O

()k'—‘()) —_— 3(0) = 0
(3‘= cos £) —— o 3"(0)= 1 ImPcnemos condiciones  sobre

(3" = —sen ") SR 3“(0)‘ ¢ le. dervada en el Puntc Q.
(3m = - C0S _") Sm(o) = _4 " — B p
‘ .= A esto. sero'.. sy \-.g
LAS DERIVADAS NOS DAN iNFORMALION : (pendiente = 4
I # i en el 0,0)
y — pMasimcs , minimos
'3" s Curvalburc = Concovidod | conwexidod >
\5"_..@ Puntos de infiexiG?l 7 crecimiento
la funcicn no

sabemos € esto
P orribo o pot
o.btf)n.




X (TROS TiPos DE NTERPOLAddN: Exiskten otros {:ii:c.s de interPcluuorn que no

sen Pc\momi&leg puque  no buscan aproximar Lo Sum;io’n mediante un polincmic.

Tenemos una sere de dates cbtemdos de Perma  experimental :

XQ 90

Ay Y Buscamos kg gu.nr.icﬁ de este ﬁpo :
j l [} :
-
ST yon) = Z eje
e
S -
R % 2x Y
n+ 4 datos p(x) = Qg + Qe P ax€t + ..+ ane

R
l___; Pedemos hallar n+ 1 coeficientes, R tanto, d’=0..n

LTV e SR
e g 7

2. INTERPOLACION POLINOMIAL CLASICA. 7 = lurerpolacion DE )
— Yo LAGRANGE. ../
Y

9. #

A 5,

En  este tipo de interpclacic?\ nos dan yna <ece  de Puntﬂs.: S SR

A %o, %1, xn{ = S | — Estos puitos forman el

SOPORTE DE INTERPOLACION.

Conccemos ¢l valor de §(x) en dlichos puntes (1o tabla de valores

€ o unite gque sabemes ge  g(x) ). Queremos haliar el polinomic  p(x) que ceincda

cen la guncie}n en  eses Pmtos,

Valdores de g(x) en {xa, Ais--e Kn b —p Tenemes n+1 datos (Pcdemcs
L L

poner n+ 1 condiciones ).
e e e N

Pedemos aspirac o reschver n+4 coeficentes | gy el implica gue

d  polinomio  gerd , como mucho, de grudo n -

e N rm e

- ° 5 _
p(x) = 4o + ax +. + anx" € F) NS CoNDICIONES =

DIMENSION DEL ESPACIO,

Y, = ESPACIO VECTORIAL DE L0S POLINOMICS
DE_GRADO < n. dim D, =044

I_, Para que evista

solucion hica




N R IR N N

4

. & . 3 (
pa es combinacicn  lineal  de 44, Xy K gy AN t[

{\ es dear, ec combinacicn lineal de n+A polineinios.,

( POR ESO LA DIMENSION ES n +4.
L

.-ﬁn\\m.—”\\“m% f’/\.,m‘ N/ &\-,,..‘w'/ ikqw-/ k’W*""f

Awora.  nes Pregunt&

—

mos ... & Existe ese pn gue cumpla todas  las

condiciones © Y s esiste .. & Es Unico ©

Fn(x«;) = Qo + QKXo * QzXs + ... + anxg = ‘éo —p Lo hage ceinaadic cen el
date Yo . gue es la  imcgen
Po (M) = Qo t aty + apxr b . +Qaw = Y de la Sunun% en ese Pml:c : g(“))
20
Pn (1(\} = Qg F Qukn t Qz¥y t . & anxf.' = 3“

Estomos  buscande

sistema

po (%) = o + aiX

Pa (11) Z e ¥ Yy

P (ln) = Qo + WXn

Vamos @ resciver el

3 tos
ﬂ Los

resclver los  coefiventes. (Consteuye el s-'%u;en‘re

* . tonke = Yo
€. vanx] =g Sistemo.  con N+ 4 incégmtas (60,..,an)
Y n+ 1 ecnauones, Ademds, el
n ‘ § i
¥ .t Qn¥e = Ya sistema €5 lineal en ezas incdgmtus.
sistema -

ai —p Jp, (Hma sclucichn )

AL ——p an (No houa sciuc.r.:’n)

¢ Que si%nifica que  una Suncio’n g(x) sea.  ULINEAL  en (oo

pardmebws ¢ ?
Pix

1) g(x, tatca) =

2) g(x, ac) = a.q(¥,c)

y G Czy ., Cu)

9(% ¢ + g(x,¢)




Vamos a Sijarncs en el DE TERMIN ANTE :

1 %o %5 .. % | _—p Determinante de Van der Monde.
4 X X Xy
A = X . " : Puede  suceder que:
. ; ’ a) A*0O
¥ e & ... B b) A=0

o.) A+ 0 —p Implica que ewste one dnica  selgeicn (o, , an) Y esto

S implica  que existe @ polinomic = pa(x}) = Ao + Q% v+ anx”

" - gy e . T

N e B e W W W W B e,

V. p¥ . % ¢ i e v %
7

EXISTE SOLUCION Y ES UNICA ¢

T Vs S’ e M M B oF

- S

\o) A=0 —p O ben no hmé solecicn |, o ha‘:—} o scluciones .

R

( Ry A+ Ry A) =) SisTemA INCOMPATIBLE
Hay 2 ecvaciones contradictoras <
I 2 A T e _
¥ HAY INFINITAS SCLUCIONES ¢ = (Q% A= Qg A) = SisTEmA

CoMPATIBLE INDETERMINADG

Huﬂ 2 ecs. ProPorcionca.les (:IJ

L0 QUE nNCS INTERESA ES GUE SEA  UNICA. L’i‘Cc’mo podemes 8cu'imh?.ar

que 4 # 07

Bl determinante de Van der Monde se P\Jede

eserivir  de la ferma

A= Tf (%i - %)
.':JG

l—) Demestracich a conhavacion




1 s G Xo 1 Xs 5 ko
A - | 4 X % s §2=82- 9 T R o - %F
| s '
4 % X X3 e b Xi- ¥ %3 =l 1
2 1 2 S : Xz2-Xg 2~ ¥g 2 . —_—
z ” _ [ £ i
. 33 ‘33 3' i : ’
z i - ] "
4 Ap *i) Xn : O |"Xa-Xe Xp— XZG < Xy X‘?} i
e e . i S G . e e
W PIRpE—— _I ________ -
td wrde G EXre+ A L
]
g i : 4 X+ Yo ){Ji LA TR 8 ‘5’ ...‘:
Sace. bockor  comun ' ;
i (ft (xl"xa)(Xvae) . (ln‘Xo) : : D
L] ]
VA Yat ke B rXaNerxl L
e e AR e T o S d
f " - n s 5 2 )
A DEspues de  varnos cambios " A N TF ( " KJ) _)P lmpllc& que ;‘
vemos gue sv valor € ... 5 L, A0 i [y b
150 4 ’
g . ‘% A e

: e !

¥ oxF N

¥ o= ¥ 3.',j

\r/i,j = A#+0 = Sclucich dnica.
a) yi # gy = S. INcoMPATIBLE
= =0 => (F sclucich)
b) go= Y = S. COMPATIBLE

INDETERMINADO (o0 sol.)

(Sobran ewanciones )

ISTEI—

L? En e soporte  de interpolacidn gue nes  dan ‘{xa'x“;..,fmﬁ

si nc se repite n}n%\fn elemento, entonces A+ 0 Yy 4@ s€ que

v . d ’ :
3 unoe Onica  sclucide. Si algunc se  repite , dependerd.  de

S Ges {md.genes S0 i‘ﬂuuleg tambiea o no.




4 PROBLEMA 4 (TEMA INTERPOLACION)

W s i

Sea U o espace  vectorial  de  gunciones generade por {4, e4, e'*((

Estodiar la  exristénaa Y wnicidod de la sovacn  del preblema de  hallar
\1(1\} e U gue &ht&rpole en el sephdo de Tcn.j\.o(‘ @ una gunc,nc.;\ S(x) E CZ
en el punto X . Esto ¢s, u¥(x,)= 8(')(10) i= 0,4,2.

(3 §', §' conkhuas en x= Xo) & J

———— e, - —

i, s emics,
- e . S, - (s
- N g T .ﬂy.«rv ; r »

7 Y r N . N R
o o " £ LY v o ;’” i :
: - s ; 1
Queremes  hallar  una Su.ncnon u(x) gue b
s M
{ g

 conado en %e ot la Sundc'n gue gueremos .ntarpclur;g(x) i

ulx) serd. combinacion lneal de los elementos que A

e, gereran e espacio  U. )

fvm,m»
T P & ™ F
s "K‘ - L ﬂh‘“’-«m.,m - ‘\\i« MJJ,'G‘*\&“W P

s p—— aon

] =K
U(x) = acfd + a, e + me —_— (u(x} cembinacion lirwu.n\l)~

INcegNiTas 1 4 ac, @y, az |

u'(x)
G'(x)

ﬁ.Er e ale.ﬁ

Q.e" + Qz e—ﬁ

ulre) = 3(*0)
u'(%e) = S'(xg) 3 condiciones =) Puede resolver 3 mce’gn;tas,

u" ()‘\0) = S"(xc,)
Lo QVL}JU’G en ot
o(re) Qs + @e® + e = 3(%0)
—%a

) et - e = §'(x) [ SISTEMA  LINEAL
|

|
u“(ta)f C\.EM + (,’ty_t"‘._ﬁ{i = 8"(10) J




Con este  sistema fineal nes preéunta‘mas ... CEucte solucicn ©
ckuste ac, a, y az Y AY seo daices T
,.7""5'%5’.‘\:‘.“ i """“--“y" = "":;~""1_W“"\v?w' """" "'"-,,!,:-. i 34
~“ lo existencia Yy onicidad  se
“ estudio  medionte el determinante.
L he - %o
< <o
A = etﬂ —,Q__\"D = Q‘e'éf‘e -e*o(—ﬁ‘“‘) = 4+ 14 = 2 :> A 4;0

ol ] e"‘ﬂ g’ ———— &

AF 0 =) Sistema Compatible Determinade =) 3 vna Jnica solucicn

@ Calevlar la  sclecion ( Los coeg(cieﬂ\‘ﬁs)

& + Oz e_i

ulx) = agl + a.e

Ubitizande las  ecvadiones  del  sistemo lineal anterior despejumos los ay:

. 2(]_.(3"‘6 = S'(xc) + 3“(Xu) _D 8(:&) es conouda,

g'(is) + 3"( o)

2

3'(%e) + 3“(&&) f(*‘) ) -g'(na) ¥ g“(xo)
5 ’ 2

aze™ = q,e* - ¢'(xe) =

-§'lxe) + 3(ss) g
2




g'{ic)+3"($o) 5 8'(10)-3“(10)
2 2

®
o

<]
I\

S(KG) - ae® - qzé™ - S{tc) -

2%(%s) - 28“(10)
7

gy 'guéo) - §" ()

Por 1o tante, la iuncio'n u(x) gue iﬁtef“FG[O. a 3[&) es:

1 '6) i o ol _ ot A i e r— ‘
w(r) = [S(xﬁ) »j'“(u,)] + 3(* ;g(;) e o M.e( )
Z 2

@ Hallar Il goncién vlx) e U que interpola, en el senhide anteror (ijior)
a ;(x)": -4 en el P‘.mi;o %= © (Xa=0 en el cx(gartado b)




(18 /10/2001)

PROBLEMAS DE INTERPOLACION.

¥ PROBLEMA 4. Funcion de Clase 4

/

Sea el espacio vecterial de funciores B dade  per funciﬂﬂfﬁv “ECI‘(["“"‘J)

e e e A
Qe + ax + axX , xe[-4,0] _. S o) €Yt xel10)
u(x) = |
az * ayx , xelo,1] o(x) e P xelo 4]
L Poner coeficientes distintos
de oo y @ |

Demostrar que el Pu‘cblerna de hallar u(ﬂ e b que ugmpmz

(= g g 90 - g

biene  solodidn y es  dnica para  coalguier XE Cﬁ([_fi,’!]).

U(x) es una gunc.‘cfa defimda. @ brozes . Cada wia de sy partes  sca

W Pclincm;a ( » y P‘) 3 Pczr tlec tante =en J)\mcione:, cenhnuas y derwvalbles |

Su aspecto sera. mas ¢ mencs ectes

( red‘o-)

(Me daa 3(x) 4 me  piden gque \—/ :
- L4}

la ii\ker‘acle con  wnd B — \\

de este UPo) (P"“"’"b"k“) la recta tiene que ser

’u;} a ia Pnr&bom &n

este Puntc .




o
. /-wm.a._ \df v E
] o ' ( ) _.,r-""-»:m_uﬂ
N PUNTC CRITICO : x =0 -y

los gc.ea);cientes tendran gue  cumplic  unc ‘%

- e
"s?f

g

serie de condiciones para que sean de";

tipo U(x) Cenhnua y derivable. J

[

1 _ J

e o

¥ ConNTINUA EN  O:

¢ v 2 ’
Wm w(x) = Um (ﬂc Ok AzX ) = Qo Para gue  sea wnhnia  es
x>0 A30" . ] .

nececaric que bhm = Iim
¢ c ¢ x50 xaor
Um u(*) = Um (a3 + cu,x) = a3
x2qg" a0t

Ag = Qg

* DERIVABLE EN O

(ﬁ[ + Z2azx 4 X E ("4‘0)

L

w(x) - 4
i\ Qy J X € (Oa 4)
Um (&) =Um (o, + 2a2%) = Para que seo derwable e
X330 e .
Neesanio QGE i‘'m = ¥m

v i # ] ) LED) x3c¥
Um w'(x) = Wwn (asd) = ay

Pt x3ach l

G.| = CLLI

Per 1o tante, La funda'ﬂ o x) guedarc{i deé la forma:

Qg + Ok + CL;_XZ ;i X E.E“’i,()] (j)‘;)
win)

fi

Qo + Qix . x &[o,1] (yq)

2 = Subespacio de dim 3 _p Sus Junciones s¢ pueden
cbtener @ Fu.rt,ir de: {4, x, ;‘Zl{
Fi o Subespado de dim 2 _p Sus junciones  se preden

obtener a partir de: {4, %}




Anora vamaes a in{:er')c-lu.r:

Pramero i’mPcnemos s wndiagnes (e debe mmplir u{x):

w(-1= a + al-1) + az(-4) = (1)

L oowla fermula  para x e [-1,0]

w(o) ac + a,.(0) = a, = 3’(0)
.

Sistema de 3 ewwacones
¥
me dao isua.l que farmu[c\ ugal

Qi = S‘(")

con 3 ini.dﬁn; tas.

w (1)

o

& Enste  solocion dnico ©
- q
1 -4 4
A: & = "4 .:(-‘4)-("[)‘—‘ "i
4 0
A o}

N F0

=7 Queda demostrado que enste  wno.  scloacn 4

c_y‘ue

ademds, es Wnica.

NNV VTV VTN
(3 wna  unice terno (aa,an.m) ‘,.f
4

‘\ colicign  del  sictema . )
_—

CNAANAS

Vamos a hallar Lo soludien

Despejundo del  siskema | .

Qg —'j[(}) q = S'(d)

az= §(-1) - f(0) + §'(4)

o) + §'(4)x +[3(-4)~3(0)+£'(4)]f‘ jxef-1,0]
w(x) =

3(o) + 3’(4) X

egla, 1




3. PoLINOMIO DE LAGRANGE
(PARA EL CASO (LASICO).

Sean un r_ornejun‘l;o de  puntos ke, x4, %} Y una Sunu{)'n 5’(1;)

de{_eiﬁ‘ldﬂ. &N esos Puntes , 0 bien nee dan les dates {2,,,2.,_.., ?:n‘(_

Noc  piden calesiar e polinomio po e (grudc $n) tol que ese

polinomio  ctinada  con S(Ws) e coh Z en los puntos X ; es dedr:

pr € 23 / po (%) = 3(1;) (=) i=0,4,2,.., 0

f

JWV\,& %Ko, x,,__‘,.xn%

{wa‘ Esto e wn  problema Y Jv

/7 de Interpoiaudn Rlinemial ) SnPcf'te de |nterpolacion
- 4

1 Cldsica. P

) A V3
- g\‘ - ’_,.'4’2”. o ,’\_‘_ - o h\u —

Su.Pongca_mus tambien Qe % # %, LF) , por lo que sabemecs que

existe wno  soludicn  uvnica para e problema Pmnteadc:

xi# %, t#j] = 31 pa(x)=aorax+.. tanx’ scLuCioN

Se hama POLINOMIO DE (AGRANGE 1-ESIMO a un polinomic & de 3*"“*"’

no  superior a n tal gwe en @ punto % del scporte tome el valer "4" g

en  bodes los demds puntos x; ()¢ %) tome o valor "0" es dedir :

ety

F ‘ fmw\.k“‘f“%\fﬁ-””’“\ f“ﬁw Vi ““v-'”"“"ﬂq.h e \U;“ W‘\,"f - v \)
f &,
]:-. Q; e \_Pn / EA( K}) = 4 J @u ( V\J) = Q 7 "«._,#' XJ \!

¢ &
& r
!”

3 " Y e #
CACNACALNACAAAA A

%

Qi(xj]-’-@ —p Raz de polinemio.




Todos

Tor lo kanto, hay 0 raices de { :

E'. (l) =

los X { % no) SOn

rales  del polinomic ya que Qi(lj)= 0.

R A e T

. A (x—;\a)(x— !.)(L-Xq_) (x-x;_.‘)(}k-x]u) (X‘ "ﬂ)

L‘Para que  se anvle g A=4fg (3 0% con kodeS  mencs  (on Kl)

Un facter

Gilx) =) Polinomic de grade 0.

E‘ Pol'\ncmic

y es imPos"-ble. que (:e_ng& nas _E'QL\:OFES.

En cambic, en

P

NNV M\f”%‘
n RAICES => GRADO n j

CANANNST

€i(x) descompueste en fockores & & e acabomes de ver

( Sustiimos x=wi)

Glxi)=1= A(x- re) (xi-a)(xi-%2) . (#5-Ka)(%- Xisa) .- (i %)

!

Vemos que no interviene:
(i-%i)
Eso estd bien, porgque en

X% no se amla @ polinomio.

L (x} 5 (% - %o) ... (x-ﬁ_'),(*‘*;“) . (x=wn) N -ln—l- X- Xj
L= 0.0 (%= %) oo (8- Kia)) (R =K ) o (%7- %n) J=O y‘;—xJ-
' ‘J#]
POLINOMIOS DE LAGRANGE
( Seféu'n el fuctcr gue se elimina —valor de ; =
tendrennos nt A Pc-,tinormos )
Va m‘”‘a.»f’; = »,,ﬂif‘,/ K"‘w” fm‘“'"-f' ,vv“-x.,,\‘{_“,,»‘“"' mi"u«""mh“w.
‘g”"ﬁ, Esto. serie de polinomios fo,...,1a *i
‘-:":,7; _formn.n la g‘";
J }
L BASE DE LAGRANGE. el

5 4 F 7
A\

Norgiit?

i

:
§

F 4 *‘%‘w o




+ DEMOSTRACION DE GUE FORMAN LA BASE DE LAGRANGE:

— b s g ) — 0 e & e— b i % e b

forrman  un esSpacio  en lg  base :

)\QO. a4, Qn‘{ bose del espauic P,, BASE DE LAt‘qRANG{E

f R e e il e
¢
dim = n+ 4

Hc“j gue  demostrar gue  son indePendientfs les  elementes de  dicha

base. €Y esc cEmo se demuestra ©

Tenemos: O = bolo(n) + b,&i(x) » .

+ lon (“_n(ﬁ)
R’

Si oson indel:aendi@‘oes , para que se cmplo la ecuacion anktérior, kodes

o= by deben ser 0.

Tomoamos el punte  x=al:

O = bolof{x) + b,ﬁ,(x‘,) .t balal(x) = bibils) = k=0 PR T

\_.——Vm’
S ~ s -
bili(xi)
(Los dema’s te€rmincs Efechuumente i
valen 0 ). b; =0 V;
o ‘,,d"' — o e ‘,\,:‘:r:‘;-.m‘-.‘, . v k”m""-,u,- o .v»«,»ﬂ‘v”:gr_. i, !:F«' i, %
i, K o yf ¥ Y

i,
N

4 L0S POLINOMIOS DE LAGRANGE ESTAN  DEFiNiDOS

i EN TERMINOS DEL SOPORTE.
£ s cAMBIO EL SOPORTE, CAMBIAN TAMBIEN LOS
ey POLINOMIOS.




* :iPAQA QUE SIRVE LA BASE DE LAe,RANe,E?

3 e e . e —— O — S— e s %

Paolinomic  sclvadn =) pPalx)

L_l__.> Se Poede escmbir  en Sum;ie’n de Cuatq‘uier base.

Sirve  para expresar el pelincmic

solwcicn en be€rminos de  los  polinomics

de Le.‘cjr&ma&

Pn = Qo + QX + (12)\2 O C\n)\q 3 P (xi-) = S(Xi)
L) combinacion lineal de (os elementos de la base.

z
donde usamos la base: 44, x, x7, ..., x“&

prn = Cole(x) + &(x) + ..+ calal®) ;  palx) = G&lxi) = 3(’“

Wl
) 1
dende  usames : %[o, Ra, =g U }‘) Base de
Ln,gwnge.,

I ¢
? Pf\ (X) = S(Rc’)' eo(x) + ...+ g(xn), Qn(x) = ‘ - FORMULA DE LA&RAN&E
é . PARA EL CASO DE
g = 2 3(x) . tilx) ; INTERPOLACION
| = POUNOMIAL CLASICA.

'

( Paro ckros cascs h“‘j

etras fozmlas )

YA NO ES WNECESARIO RESOLVER EL SISTEMA :
HALLAMOS (os PounoMics o Y
LOS VALORES 3“‘)

Y TENEMOS LA  SOLUCION.




(26/10]0%)

A continvacion vamos o estudiar  la aenemu‘%adc’n del Pro‘amma y ¢Bmo

ge aPUcu @ difﬁentes €ages.

4. PROBLEMA GENERAL DE INTERPOLACION.

4%) Espacic interpelader (esPQdO dende  se busca soluc(c’n):

v es'moa vecterial , dim W = n+ 4

22) AElicaLio'n:
Li: V=R (neales , i=0,4,2,---;0

I__) L hace corresponder  a  cada Juncicn S{x) wr  numers  real.

32) Cendiciones .
2o, Biy ny 2 & A
‘12) Enunciodo -

Enconkrar v € vV Lol qv'-’i : L (v) = 3

4 1. INTERPOLACION POLINOMIAL CLASICA.

‘lg) Espacio interpolador { busco wn pchincmio):

Vo= .P.». = Es?m.{o de los Polino.-nios de gmdc £ n.

7*) Apli cacicn :
L}: .,pn _J’ip' L;Ol4l‘2l“"ln

I
p =2 p(x) dso, xa | Soperte

L> A cado Po’ninomio le  hace correspender su amacjen.




3¢} Condiciones :

Jxo) L JOY . o, flxa)
= oz Z,

42) Envaciade ;
Encentrar un Pclinomic P EPn tal que P(,\'I) = é)(x'.) =2 L=0,..n

4.9. INTERPOLACION POLINCMIAL DE TAYLOR.

. 3 L g 2 P R
El enunciado  es o suﬂmente: Cencados  (os  valores de o Puacicn 5(;&)

y sSvs  sueesivas  denvadas  hasta @ Srud(h i en on puto ke , haller el polincmie
i

p(r)  kal gue pm(lo) = Sm(xa) N P
e R je C"(4xel) . Entonces pPE $h / P(;’(ﬁﬁ) = 3‘” (ko) L=0,..,0
Vames a  inkentar expresarlo  comg un problema %eneruL de iﬂtérpﬁlucién :

1¢) Espodo interpolador ( beseo un Pohnomio):

V=P,

< s . " . ) e
?_") Aehc.a('_lon ( a cada Pcunomno le hace carrﬁipﬁndﬁr s imagen, que en este
case e la  dervada del Pcl}f\cmio ) :

Li'-»pn*—)m

P — P“)(*u) v= 0,1 .., n

3%) Cendiciones -

z2; = S“){Ko) {_:Q'll_,,‘n




¥ PROBLEMA 4

See U @ espacic vectorial de punviones 3enerado por ))’He* ; E"%

Estudiar o eastencaa Y sniadod  de la  selwion  del Pm\alema de Thallar

W(x) € U que interple ¢ ¢ senbido de Taylor a a guaien f(x) e C

en @ punto xo. Esto eg, o (%) :8“3(,(3) i=0,,2.

Vamos plantear el preblemas
* V=4 (Es‘-pucic inberpolador , en el gue estamos  buscande lo solucicn )
¥ L) = v (k)
o o B gm (x0)

CASO  CLAS{CO *

R N W W

Sea. V=0 (Bosco un pelinam:o)
¢ pelpn? / pixd) = $(x) L= 0,1,..,0

Recordamos  del  dia anterior gue Los ?o\incm-os de Lagrw\cd'e (Q;)

8crmcm la bose de Laﬁrunf‘je :

Como 6Qu,€.~.., Gn‘ e la base de Lugmmée del espacie )N ] Puedé
poner el polinomic  que hosce en forma de combinaden Uneol de los elementos

de dicha base:
a
pix) £ o € (w)

plx) = gdiﬁi(ﬁ) = A4 Glg) = o = $() —» PDrgue quiere  que
] P = 05




Como o) = St xj) , swhluyende en (1] " obtenSG que el polinomic buscado

que  es selutidn  del  problema  de  inkerpoladicn cldsica. es e siﬂu-.en{:e:

= %), & 1 de La e
plx) gé g(x} {(x) frmula de grang

5. BASE DE LAGRANGE (CASO GENERAL)

la  base de Lugrunge para el problema general de in\;er[_-;oiﬂ.ciﬂln ( ?q',ﬁ,l?) @

s B = 'll"m“'u.-.-,\'n% Gaumpliendo :
g q St \":L
§
oL(w) =
i
i o st j#b

@ Enconkrar v € V / L'.(».,} = 23
SU?DI\%{LMQS que v es  ua solucien  del Pmb‘lemo. - ¥ solucien de Li[\') = &

Slempre  gue tenemos  Gna base es pouble poner la solocien  como

combinacicn Uneal de  (oe  elementns de dicha base:
V=gV + iV t oo b ol Vy do\i?

Llv) = oteli(ve) s aililv) + . + dali(va) = i bi(vi) = & =z
\-_.'r—-e

4

A = 2y (Pcr el PrcblEM 9ef\erul de in"tErPc.\QUcfnJ

Entonces, sushteyendo ...

b S mnm?.

g ] 4l
| v= ZgVs + 2V ..+ ZaVa | Selucion al problema de

interpolacicn en keZ minos

de la base




(Sesvimcs con el ejerca"do),
* PROBLEMA 1

R N e o

@ Hellar la  bose de lagrange del preblema de  interpolacicdn  planteade
en @ a?artudo anterior.

L4, ¢, " dueur u? (ve) = gm(n)
L:_ H U o | R
v = v () i= 0,4,2 (A cada v te haga corresponder lo. derivada).

Vamocs o  hollar Lo bose de Lagrang -

B=duw . v, ni 3 Scrmas Lineales. VTN

s
4 i= ‘?
éQoé bene gue cumplr Lo  base de Lo‘ﬂrangle_? L'i(“{j)z_ )
0 iy

Teniendo  en  wenta esta c.ondicio/nl pedemes i “\M\ﬂzwv

hollonde s disbintos veckeres de la bose  (vi):
* Yy

Li (.Vu) =

() = BIAs -
Vo' (o)  —p Derivada (-€sima de lo funcion Vo en el punte ¥

ey Va Ei\iie‘;\ es :') ES wn elemeﬂte del QSPO.L{C de Ew‘\c(oﬂes que nos

dan en el epunciado :

VolW)zaed + be* &+ co€”

Dﬁri\lﬂ.dﬁ o e LQ(UO) = Vo(‘{a) = Qo *+ boexe + Cge'xc = ’f Siste.mﬂ cen ‘QS
1} :
Lo meua gunqo’n Le (ve) = Vo ()\,3) = bae™® - cce-io = 0 ».'n(_cfﬁnltns : Qg, bo, Co
La(ve) = Vg (xa) = ko™ + C.E8™ = D




Se resvelve el sstema —p 3 ecs y 3 inc

=> 3 golucidn dnica.
bo

Qo:’l

X -x
Vg = agd + b€ - o€

—

Vg (K)'—" 4
\

cha; gue  repetic el mismo Proc,e:dimiente para hallar % y V2 . Coande
s kengamos, habremos cbtenide la base de Laﬂrcmae. Eakonces ya  pudremes
eApresar Lo selucish v en bErminos de la  bose.

f;‘,,m*\ j"m -, f*“wm.\ f,ﬂ"ﬂ%u. ;'r "'"""‘l-g“j‘g/ “‘&\f ~ ‘74'\ (;c(nbil\ﬂ_(iﬂ;“l ";ne&]
\

/ v ‘ . H

,f" EXPRESAR LA SCWidion v enN TERMINDS 4

{ DE LA BASE DE LAGRANGE

I )

FGRMULA DE LAGRANGE j
P . S
M\\Mﬂuwf"\‘,,.,f‘awf""\/\_./w

et

i N

HALLAR LA

(30 10/0%)
* PROBLEMA 2.
L NP N

Haollar el Pohnc:miu de 2° %radc
tlum?‘.ienalﬁ Las

gque interpole o no guncielﬁ g(;)
Siauientes cendiciones :
pix) .

plo) = 8(0) i plxre) = j'(xq) 5 pl4) = 3(4) X € R
@ Indicar st essten condicicnes adidonales  para  que tenga slucion  ynicd.
P(*) = Polinomic buscade .

Lo Pod&mos expresar de la s:Suif:nte éju‘ma
p(x) = a & bx + ¢

?‘(!) = Z2ax + b




lmponemes Las  condiciones -

plo) = §o) —p < = () }
Hog e estudiar
pla) = 3Mx) 5 Zaw, +b = ${u) ’ el determinante
l del sisktema,
pl4) = J1) _H a + b +c = S("i) ,,5 (tnw’gnitas: a, b, ¢)

9, 8]
A = ZKi "
4 4

-5 Por Lo tanto, x, £ "/2 implica Lo ewstencia  de sclucion  dnica (A # 0).

¢ = 2% -4 2%, -4 =0 <= x,=

1
2

¥ éQvé owere s K, = iy

¢ = §0) )
o + b - 3'(%) Fijaindoues en los terminos independientes,
a+ b + c =84 vemos gue se debe wmpur fa condicioh
$'(2) + 3(0) = }(1)
=3 Per o tonte, i SI(VZ) o 3(0) # 3(4) ==} Nc existe niﬂ%un& solucidn.

* e ouurre

a )
Sobraa Lo 3F ecucoda  del

o+ b

S

©8'02) + 3(e) = §(4) 7

¢ = o b= 3{w)-a Tene o selucicnes
=> " e el
= gl([/‘l) & = 3(0} perque depende de

un Pur&mebro (a).

“# €l polinemio  sclucica para. este coso  seria:

(e

plx) = o 4 [;'(lz) -a].x + 8(0)

>

te es e estudic wmplete | @ preblema no nes Pk’«di‘a tonts ) .

sistemo.  perque  es  redondante. Se  elimina.




Sushtuimos en el [:\mto x=2 s

'DesPejundc del sistema ...

- o + b = q'(Ui) I( Lo Pendiente cs Ln denuada en ese Punto

Para e case x,=0 calwlar la base de

plx) = ax® + bx +c
Pr(,) = Zax + b
T §lo)
e, + b = 3'(&) Sushivimes %, =0 : b o 31(0)
o + b + ¢ = 3’(4) y B+ b o® % -C?M)
Wacndhhd T T “’m’\ ’/
(7 se bata de interpolaceh painomict

Sea Q(K) Pi)h'nomie de 2% 5rudcu

g(0), q(4) sen concados.

Encontrar  wna expresic?: paro 0% Pem&iente en el Puntc medio (xz‘/z)

q(&) = ad + bx +¢C

gx)=2ax +b 4 gl =a+b

¢ = gfo) ]

O.+b+c:a(|)

a+ b = q'(—;_) = q(“) -8 = Q('“ - gq(c)] = g‘(_;_.) = a('ﬂ—q(@) ‘

L Expresic'r{ pora Lo

endiente en x= 4
p 8 7

Lo% range .

=0 => A una Gnica seolvcicn (L sabemes por el al)ari:acto @ del Pm\olemu)

i..
{;—’ Por‘i“e bustamis  un P(}LmorhlG, Perc nc es el casc \

., GESIC , ya gue no nos dan 3 puakos | sino 2 puntos

y 1 dervada.

lmx\\ ) >
h%;—"l“\“'w/\‘\‘wwf“‘ /x‘wwmflﬂ\..y-’ﬁ }f\““'/!w




Ly o= R 2o, 3., 22

Le ¢ v = La(v) = v(o) Encentrar P("‘) E P, +tol que

Li & ¥ = L|(V) = V’(’D}

bz & v =¥ Lz(v) = \f('” LQ(F):EG " Ld(P)ZZ-j E Lz(P);iz

I—e PROBLEMA GENERAL DE INTERPCLACION.

Por Lbanto, beagmos que .

Zo = fl0) ~~wlo forma Uneal de p (Le(p) es p(0) o guiero
2, = flo) gee awinide. ron  £ifg)

Z2p 2 3(4)
Vamos a hallar la  base :
* Boace usual de yz : ‘% 1, x, X ?

¥ Boase de Lugmnge . B = )] Vo, Vi, V2 L{ —» (v son deswnac"dcs,

tengo  que ccxlwturl,os)

P N NN T
.‘,'5
r‘J 5 }
P Parae hallar los vectores de lo base okilize \\
‘j‘ 5 . \;
oy degir\tcwn de lo bose de La%z.an:ae : P
¥
“m,‘; ~ : ,‘"
| [ = %
- lvi) = i
m‘*s.,.wi L ¢ ) ] Y
k 0 LF) o
“‘-n,vﬁ*‘“’g J J__,..,,
“.'"“"mm-"’yﬁif‘.\. r L
Mo w’"‘\%\wﬁ_z"\,‘%‘;w ”,-’\m,.z’

# vi soN POLINOMIOS DE 22 GRADO PORQUE
' PERTENECEN A 5.

*,




% Vo(x) = ng2’+ bex + Ceo

—————— = 0
Vo(o) = Lo(ve) = 4 — o = 4 Go = -1
wa(0) = L4(V(,) =0 — bo = 0 bo = ©
Vo(d) = LZ(VG) = D —_— Qg + b(’J_ + (g = 0 co = 1
Velx) = =x* + 4
£ \M(x) = a])(z + bax +
V1(O) = Lg{\f-c) =0 SR ¢ =0 a, = -4
V:I(O) = | a (\M) = 1 sl by = 1 b, = 4
Vﬂ(l]) = LL(\M); O —_— a, + |D| = iy = 0 Cy = (o]
wil{x) s ~x +
* Uy ()) = azx” & bax + 2
V?-'[O) = LD(VL) =0 — cz =0 @y = 4
vile) = Li(v2) =0 — bz = 0 b= ©
va (4) = La(va) =1 — az + b + C2 =4 c2 =0
va(x) = x*

Bo={-fed, e, 2} —» BASE DE LAGRANGE

Son 3 vectores (Polmam;os)

de 22 91‘&::(0‘




z
Sea. (o base de Lr-l%‘f‘df\%e B = ‘{—"14-4, TR K xlt VaMos o

coleular Lo Sc’rmuiu de Lmjrange para dicha  base :

v &V
La sclocidn . v sema -
B=dve, vi,val V = deVo ¢ Vi + ohgVz
‘ﬂ
En 3€a1€f‘al. .. W Edgds b olptly = T v
b=
dY gquieh es & © Sabemos gque v cmple. Lo (v)=12 ; Lilv)=z Ly (v) = 22

Aplicamos las 3 3drmuias Lineales Yy hnll@mos A,

Lo (\l) = T = o Lo('\lg) + oy Lg(""l) + da Le (Ul) = dg = 2o
——— —— ———
4 (e} o
‘—I(-V) = E T de Li(\lu) * d|L|(\'i) + Az L‘(UI) = = Zy
—— ——
(] 4 @)
L2 (v) = 22 = oo Lz {¥) + « Lelvi) + szlza(va) = o2 = 22
Sem—© g ———r
c 4] 4

Per tanto | la sclucidn es:

V= Zeve + 2V o+ 22¥2  §—p Solucion Se.nero.\_ del problema

rnvmm;.- "

de interpolacich.

Scbemos e valor de & y Vi Le. scluden Paro. nueskro Prcbiema en

conereko s

vir) = OI(-K+4) + QU0 (- e x) + gla) &

L—a la. solucicn era dnica, asi que este
es el yhnico polinomio  solucidn.




G. ERROR DE INTERPOLACION.

dQue error estames cometiendo al interpelar P

TEOREMA .~ Sui)or'\%amf.)s vad Sum;io’n 3 € C(Ml) (La, bj) Y Ko, hisy ¥a € La/bl.

‘%Y‘a! Ra ey

todes Los 4y diskintes.

Sea Pn('ﬁ) el Potinom.'c gue ‘.ntecPclq en

gmcién § oen e soporte -{1-0, N |

Sea |EM| = | potx) - $00) | x € (a,

Ly €rrorR COMETDC EN EL

PUNTC &

x,‘H es el scporte de intt‘:fpcch'n '3 suiwne.-nos

el senhde cdsice a

bl

& e & n‘:h’v“g e \"‘,M P },' : 7:.%:;“)%;
ge C(m—l) = Clase (ned) = g Kene
n+ A dervadas P
continuas, ;
k = i
L 4 - & j‘ S
e i _,.;‘:,,,gs‘»“gf L ——
Vamos o dor wna esbhmadon del  error,
2
o
#
&
c“*—“) (1}
A &
IE(‘L)I __%___(ﬁ(l__,ﬂ (%-%;)
(n+1 ) | 1Y

(VAL PUEDE SER EL

&
- TSOPCRTE (LOS ki) QUE HACE

MiniMO BL ERROR? (Lo

veremos mo's adelante ).

para u.lga’n Sxelab]

I(" L) (X-x) ... (x—xn)l

EL ERROR DEPENDE

DEL SOPOATE. J

S sc
(acotado)




* PROBLEMA G.
A ST AT
Acotar el error que se prodice en el intervalo [Q‘ ;;_] T

la gunuc’n crig,maL S(X) = seax por su pohinemic  inkerpolader en \os puntos
s PR &Y si Lo interpolamos e o 0 AR
{o. -} ) istpelomes = {02 gok |

— pm—— Ly
S "\.\.{ Ny,

—
T, *ifﬂ S -
7 v

o R
/7 Ne nes nteresa el polinemia, ™
§

n=1
E(x) = ._‘l._(.g_x_?.ﬁ ( x-90) {(x- “/2) {“'*»? Nos  interésa el error. r'"“"j
21 , A
N A A

g‘(v-) = Cos X

X"(x) = -genx

8'(82)] < 4
n

\3 = X ( A - Z—)

5('““)' 7 (n n)_ _n "‘“Iq

al” _‘_i- T ? N iG a \ “12’;'{




* PRCBLEMA 3.

R W el

g(io) ' S'f‘l.c) ; g"(!u)

A+ B(K—Ig)

1 +C (%= 1)

Foacidn interpotante de la forma —p (1) =

parc  asegurar fa existenda Y

@ éQ‘Ué cendiciones  debe  cumplir g(x) en o %

vaicidoad  de o selucicn ;)

o B[4+C(ﬂ/ﬁ)]-[6+3(yé)]c . _B-AC
[4+C(_)‘--‘I~a)] {1+ C(***O)]l
(R o ~Z{B~ALIC

(4+ C(x -3 T

Leshtuimes en 1 =Yg

r(%) = A = gua) l
r'(x) = B - AC = §'(vw) !
= 3 )

(%) = - 2C ( B-AC)

A= g(ic)
B-AC = §'(%0) 5
‘ZC.{?'(!G) = g\t(\tu) =» C Se pvéden dar varias  siluacienes
1%) gl(ia) 0 —4 o -3 (s ‘}
28'(xq) f
Sclucidn vaica
f cuan dho §'(xe) #0

A = g(m)
9(xa).§'(xs) J

B= §(x) v AC = $(x)
2. {'(xe)

A+ Blx-xc)

r(*) =
1+ C{* ~vo)




2.2) Sl(*o) . 0 7 Sll( 1.(,) -1: O - Ng h(_l\! 50\_@(‘_{(;!“‘

A = 3(’-0)
B-AC = 0
O = g"(n)

Q"‘-) S'(“‘) =0 y (%) =0  __5 oo seluciones

- 4

90xe) + € Jxad (% -x0)

4+C (%= %)

A= one) } e
B = C.g(lo)

1
3
¥

Cacbitracio

£n  RESUMEN .,

# ‘g'(nﬁ,) 0 Unica.  solucich
¥ gi (%) =0 ; 5’"(1«3) #0 _p A sokcidn
¥ (%) = g"(xo) =0 —p oo scledoenes
Pada Lx) = -4xe*-41 | halar  r(x) que interpela (os valeres de dicha

EUF\&'JD’FI y deé ses  des Prime_r(_\s derivadas en ¥, = C.

g(m) = %(0) = -4
8'(10) 2 ~Y4e* - GHye™ / gi(OJ = -4 _» Una dnica colucion
9"(xe) = - 4e* - Ge¥ - Gxe* ; §'0)=-%

r}‘l.u
31(0)$0 —» Sushivimos en el r(x) del Ag‘-‘ case  del aPurtaclo anterigr.




(6/m]200%)
3. FORMULA DE NEWTON,
BASE DE_NEWTON Y DIFERENCIAS DIVIDIDAS
PARA EL PROBLEMA DE INTERPOLACION CLASICA.

En un problema  de interpol.ade'n clositae nes dan Lo ‘:‘.i%uiﬂ\&’_
ingermauo'n B
* Una serie de  puntos {%, %, .., %0} = S (Scpor-te de InterPo\ac&o’n)
* lLas imeigef\es de fa gunuidn en eses  puntos { Yor Yireer ‘3“} /
Yo = g(k‘)
Yo = §lw)

ya = §xa)
Ademas , sabemos que:

P e, TRy - - - . Ry

- “, - N oty p—ttng, My & " =,

s, J\» F . N, Sy w, v " 5
fy g o v v N o N ‘o .

xy{ distintes dos a des =) Fi pn € :Pn solucidn . :}
{ \ F

A a ) " \

f‘m‘““a, A i A -

— M ni LR N T W

4

"existe un daico Pclincmb'

¥,

Y este Pc\.inamio P" sabemos expresarlo  en tdzmincs de o Base de

LC‘%‘““’“S& :

1\ o, €4, ..., En I Base de ngrcmge - o
Pl = Z i L) = Z §(x). L)
1=Q i <0

0

G(x)= T 2N
jo NN Férmulh bE LAGRANGE
JE PARA  INTERPCLAGEN

CLAsiCA .

Schngambs gue  una ver cbtende el Poungmtu ; nos dan mas Pw\h:xs
del scx?mte_ ( Xau ; Fnyz oen ) . Sus 14“(\8.&!“29 serdn (8:.“ t Yarza ) . Entonces,

S ool es o ?cu NGNS ahora ?

Lagd —3 gm—i e Pm»-i Q

Ansz _ 3n+z

{n) ? (nu)
' \___} N

De Srado o




St SE ANADE UN PUNTO NUEVO (o0 MAS DE UNO)

AL SOPORTE DE INTERPOLACION , CAMBIAN TODOS LOS

POUNOMIOS DE LAGRANGE . NO SE PUEDEN
REUTILIZAR,
s ——t—

Vames a ver Qué oQurre ..

ngongamcs el soporte {i‘ﬂ; A, y\z}v ; Tend.-fmos gue  Los Pﬁljnomics
_ TR ¢
de La%ﬂm%e son Yo Yo oy (;maf_%enES)
De Smdo A
(x-—”u)(ﬁ* ’\-1)

(%g- %) (%o - %2)

RO D el S

(%, - %o) (%1-%2)

Q;ﬂ(x) ) (%= ta)(x=%i)

( ¥z -%a) (X2 ~%1)

Ahora.  afadimos wh  puato nueve al soperte: 4 xe, x4, r2, X3
Los FGL%nomios AURVES  Serdn ‘l' L J’ v
Yoo G %1. ‘3!

(2 (%= %) (%= %2 Xnm 12 )

QO (1): ( a‘("‘“é‘

(%o~ %1) (vo- 12.){(: ;o: ;3),‘

Wy, (e mlens)

S Dij’E.rEr\daS, Sar.to res

r . - N
(%1 - so)(x - x2){ (%1 - ¥3), que antes no aparecian.

Q(:)(x) : (%= %) (x~- m)f}"_":;_)\'

(r2-x)(a-n k@é E_;fl’

(*“ 1-0) ()‘" ﬁu)(l&-— Xl) \:

(%3-%o) (x3- 0} (x3- %) )/

Q.-f)( Y») ]




Como  hemes Podido cOmProbqr , cada ez que se afade  ua pun to o
soporte , los polinomics de lagrange cambian. Nes gestasia  poder revhizar  los
pelinomios  coleutades  an teriormente . Para  ello vhlizaremos obtra  hase, que veremcs

- R
a  wnbnuacion .
el preblema de inférpctucicﬂq cdsicae bene e misme [)ianteamiEnto:

{ Xe, Xa, .., Rn } =S = Sopr.srte de inl:erpolacidn

Ll

{sj'o . Y4 ,._.,3“? = Imc{cdenes de los puntos oel scporte

%, diskintes 2 o 2 =) 3| pn & 5’,, solucion
> ®

Base = {’l, A-ko , (A-Lu)(lvﬁn) ,-‘-,[(X’*G)(x“"*l) (X-’(n-;)]}

VTV TV

S,

n
@ Pn(x) = Z g“_,(}.;(x) _._5{‘ £ F(;'Hnomic pn es Wnieo \“;

=0 . 4
4 If‘/ pere o, estrniba de ckra ‘\%
3(1;,) \ manera , en gbncio'n de s w.«'f

f téiminos de ckro base. E

, T \

N "KW_‘,(’.‘Y-’/ \a_m/; *\m‘j«

o, B - {'l , k= %o, (x=f){x-x) ,A..,[(l-*O)(h-N)ﬂ (K"‘n-x)]} ‘

) H
N
~
L»Bhse DE NEWTON PARA EL CASD \‘

DE (NTERPOLACION CLASICA. Hay an  polinemio

t‘.‘l& chdﬂk (f'O\dCL ’

Sg%uro gue es
Vamos o ver las v'er\togus de la Base de Newbon. una. base.

1 & erado Y]

11 L1}

t‘xo -—

(x-%ad(x=n) 5 " 2




So?ongamcs que tenemcs el soPorl:e de interpolacion :

{Xg,&d{,...,ﬂnyz‘s

g sus resi)ect'mas indgenes :

30, [ ¢ gn
it i

g(!‘-o) T g(ﬁn)

xi distintes 2 a 2 => J| pa € Py colucidn

Base de Newton = }\’i, A= R0y ... ,[(K- 1o} (x-%4) . (x- Kn-‘)]}

Colulames € i)cstmcmio Pn(x);

AT e 5 T T

Palx) = @ + ar(x=%0) + @z lx-na){x-%) +.. 4+ @a{x-xa}{x-1)... (%=xay)

L

Este es @ Polinomuc Seiur_icﬁ, pere ..
W‘\_/"‘\N\__j

Cendiciones que

Po (“'6)
Bn (11)
po (%) =
Pn (Kn) =

e

T_El polnomio es ouna mbinacidn de  los
elementos de la  bage.

debe cumplic el pCLinorNO:

Po ( X)

RS

S

q

s MR

-

4

SQUIENES SON L0S a; DE palx)® /}
R W N N

7
7/

g(xo) = Qg (Se anvlan los kezminos dende aporece (x-lu)) )

3(’”) C PR m(;; m) (Se anla  donde oparezco. (x-»h))

$(x2)

i
=
)

+ 0-.(”\{”“3) + Qz(x:_-Xa)(X—;,'Kn)

J) = a0+ @ulxno1e) +o * aa(moxe) (e x) G )

Resclvemes este sistema , en el que las incéénitas serdn  los Ccegidentes e

Sioes in ccranBble

no  habrd  sclocidn.

S

SISTEMA




\i ~ »\ 0 0 ol 0 ;M”_-«"'“‘v’wﬂwm&\’g 4 uww‘w‘w\
1 f:. '*-1& 0 P V] F Se krata de wn ‘;“\.,
4 X2-%s ‘i,xl-x“)' . G

Wz-x1)

A- - g ~
e . . 9
. N

¥ o

sistema  ( determinante ) \E
{:riun%dm—, Con LQ%run%e X

- e

~

o

este no  cwurna, ;

~ X e
ey ~(¥n- Xg) |
4 Wi oy (xn = o) BB .y \ ~ Ay fow”
(kn - 4) = L .
{#n RN =

A =

Al ger {:rim\gu\ar , e determinante eg | g\j&t
al Producta de los elementos de la d;q%mu\ princi pal.
e nm'(‘jwc de estos elementos e O ( pergre A F K VL,:\);

J
el determinante no Puede ser 0

A+ 0 => 3 Sowcidn UNICA .

SuPcnaomos ahora gue  yo hemcs resvelto el sistema . Yo tenemos

calwlades s o g, por tanto, cenocemos el polinemic scluadn.

ARadimos un elemente nuevo ol soperte : Kawa __ Tenemos e
%uﬁtar el poelinomic hallade aaterormente @ esta aveva wedida X5, , de la

que , Lc.’gicg_mente, tambi€n  (enocemos  su imagen 3("7\14)‘ )

Ahore.  su bage sera-

B= {4 , x=#%s , [x-wa){x-n}, ,..,[(x‘— %0) .. (%= xq-y )] ,:f(‘xj;‘,) (x—x.-:)]

—_—— . T S

Ahora el polnomic  sclucidn  seras

Prea (%) = o + ai(x-%) + az(A-Ko)(X-%) + . + an[(x-xo)“. (x-xn_,)] +
+ /0y [(x-%6) ..o (x-%n)]

s

O Términos que
antes no
aparean,

Tanto el polinomic come la  base son
el Pot;nomio | base antericr mds “ntso mas ", 4

Por tanto, se pueden revtilizar.

A,




A hora de imponer condicioneS  cbtendremss las mismas  Gowacones

( se pueden revtiizar los a‘L) | pero hcué Gue afadic wna mds e

P ( Xaw) = g(*nu) = Qg + G %ay - o) + Q;(“M\‘ia)(xn;.—%|) LA

* an(%¥ny - 'lc.)..- (1.-\4”- Kn_lj + Qg ( Kom™ Xc) e { *pa = ‘Kn}

Hc‘é que  aiadw una  Aveve 5tLa al  determinante que, por Lo

demds, & e ausmo de antes,

Fijc(ndcmos en e siskema , es muy Sdal  calevlar los ccegicient?i‘» ay

de manera  cordenada , ol ser an  sistema l:rian%ular-.

i

Gg = g(‘ﬁu)
- 3{x) - ae : 9(x) - §xo)
Tl 79 Ay - %o

DIFERENCIAS

_» NOTACION PARA LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS :

DIVIDIDAS
o a0 = § Lol
l Gy = S[Y-c, Xl]
Asi se les llama az = 3 [ %o, %4, %21

o los ag

Qn ~ 3[ Xoy vy ,‘ﬂ]

Podemos expresar el PcUnomio de la Siguiente gcrma,:

Pn(ﬁ)= g[*ﬁ] W 5[103511-(""7‘0) + j[ia,#ﬂ, xz]-(x“ﬁo)(%‘*\) ¥
et e S ———

az

F o 3[%, e #n ) (x- ko) R= x4 ) (x - %noa)

\-. fORMULA DE NEWTON PARA EL CASO DE
INTERPOLACION CLASICA = EXPRESION RECURSIVA
DEL POLINOMIQ.




:Nm :.f'mv” "“M“'”‘»f"’m““xﬁ«-““ﬂ%‘ef th’ 'M”‘w“""’”"“
EXPRESAR EL POLINOMNO  WTERPOLADOR DE  UNA

{

AN

a\? FU.\IC'lIOrN EN UN SOPORTE DADC EN f
TERMINGS  DE LA BASE DE NEWTCON. \,
g\x_m@p “ ;

\ HALLAR LA FSRMULA DE WEWTON . /‘“’”

/\"‘@,‘_,,- «/\ Y 4
\“’«e‘,_..z‘”ﬂ\‘-m“ﬂ,;*‘ f‘\‘.wx,,ﬁ\m‘ Mﬂ\\;‘ nw&ﬂﬁ)&m%ﬁe«"

il

]

Xg g-(iko) - pelx)
%4 g(u) - P4 (x) = Pc.(x) + g[xc,iq](){"ia) = 3[*0]
P2 ()= pa () + $Exe, 12 (xoe) o)

X2 £(xz) —

i

SIS

Dates que

nos dan

VQMGS, G Ner

g[x‘,] {Se anvlan los te€zminos

+

i

donde aparece (x-%o))
S[m,h](x-xo) (Se anvan s:

3.1, CALCULO DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS.

O.Pﬂ.l'ef-e
{(x-% })

$Txedl + PLxo, %] (x-%e) + JLre, w221 (x-%0) (x- %)

como se c«dalan  todas  los d;gerenc'\as divididas.

+ PROPIEDAD 4.- E'sta s wna éfo':‘mum Sundumentaﬁ que nes  permikte calewlar

todas Las d'.gerencms divididas :

K :
3 [Xo,._, )\K] - 2_ ,_k..é_)L
TOOTT (xi-x5)
J50
Jj#i
QUE@C —
J(xo)

“+

$n)

3[“01'“: x‘k] =

§xx)

(%o~ %) ( %o- )(1)““(*6‘“:)

(x.-"tﬁ)(m- :lz_‘).‘. le—ﬁk.) |

(xg- %) { Xk - %) .. (X~ Ri-1)




* Demostracion:
\/\_/‘\/\-‘N

Scporte - xg x4 ¥R

! | l
Yxe)  §(xa) $(x )

Vamos o  escribir @ PcLincm'\c nterpoloder  de 2 maneras : en  krmineg

de la bose de chr:."ram(:_je Y de Ra base de Newton.

@MULA DE NEWTCN —p  px(x) = $[xad + JDxe, md(x-%a) +.t §lro,., 2} (%= %) (x-%.,)

o — — — —— .

K w S
(k) — T %=
FORMULA DE LAGRANGE —p pk(x)= 2 ) g fx) = & $0). | | udet
LS e = b i6 xi-%j
jE

Como ambes PK{K) sen el mismao PeL%ncmiG, C,OmPCLramGS tes Ccegic,ie.nﬁ:es

de las 2 exPreslcnes_-_

Nge vames a Sgar en el coegitieu1te de x* en coda una de  las
LR I B
2 eKPretsnanes:

* En e Jlhme sumande  de pu (x) se%»fn Newten tenemos
K gﬂc{:cres-.

§L %o, %4, %)+ (2= %a) . (xm )
;Y_____ﬂ/

Desacrcllande  este produte cbten%c "an)c“

[

de %mdc K 5 x4 .. (cosas de %mdc < k)

Por Lo tants, se%'n Newten -

IV VNV I VN

-

L Cce(gidente = S[x;,, PR &k—_\}

AAA AN




¥ El Sactcr ¥ en el pclinomic  expresade sEc&u'n Lo go'zmum

de Lagrange serd el  sumando :

(h=xe) (%= %) oo (- xiadlmoxia) . (%= %)

g(xL).

(&L = %g) (% - %)

b No estd (%;-x3)
Como  siempre se cumple que (#) , en cada wno de

we  sumondos hmé k Sm,l;cres.

Per 1o tante, el coegiciente  de seg}u'n Lagrange send. ;

PN T Ve T " “\ ~

o
/ Co&é’iciente P ug(xi.) hY
(x;=%e) ... [¥i- k) 7z

.-
T No estd (%i-%i) _
/L"\JW\MJ\/\J

COmPGJ‘G.ndO ambes ccegmentes, tenemos que -

§ 4
S[xol A, -y ‘Ak] = = X(x._)_ N
T-I {xi-%j)
J=0
{.#\)

1 Hemos ||Q8md0 a la (S'cfzmulo.

que quer(amcs demostzaz.

* PROPIEDAD 2.- SOz, %, 83, %0, 2al = fLxe, 2,/ %a)
\NW

LAS PERMUTACIONES DE LOS ELEMENTOS
DEL SOPORTE NO ME ALTERAN EL RESULTADC DE
LA DIFERENCIA DiviDiDA  ( PORGUE
SIMPLEMENTE CAMBIA EL ORDEN DE
LOS SUMANDOS.

Cva\quier Permu’i‘cu;ic'n de Loy #L
Eﬁ decir : 3[ % 54g) , "cs(.) F ik g XG(H’.] = g[XG, £ Xn]
)) o(a) , s(4) I o'(n)\ = {0, Ay wsc B & =P (Son ccnjumbos,

no importa el

orden)




* PROPIEDAD 3.~ Esta gc'rmuia e o manere mas comun de calmlarias.
h W NP N

j[ic, B yens g XK] - g[x4l ’L‘L,,--A, Kk-hl_]

xo- X Ked

3‘:"0-‘ Ra,..., Kk, "-k«-‘lr] =

et o

- Tenemos k+ 2 datos. ~ PROPIEDAD FUNDAMENTAL
d Para gué sirve Lo P-‘orﬁdud 3? d Como se CLPUCG?

3[xu] = S(Ka)

S[‘M] = S(M)
g(lo) ‘S(M)
R e —
3 ! Xo - X,
X [xa, %2] = §(xa) - 3(xa)

3[*5, x4, x2] = §Lro il - JLx, xz]

Kg-2g

N“\\/»W‘v’ %‘“f"‘“\f”‘*«\

)

L~ _RECUORSWAMENTE , PUEDO WALLAR b=

{; TODAS LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS. \@
j,.f,;* Esta 5Crmuia me PErmute expresar La d.garersucg\
f

#
i

% en 3 puntos en te€zmincs de diferencias en 2 )

punkos | daSP_rer\cms en Y4 puntos en tezmincs §
/

g gt

\\'\ de diferencias en 3 punkos, ebe /f
F
, _ S
i WL e




€l polinomio  solucich expresado

s%guiian te .

Pn(x) = g-[“'] 4 3[16,&.](1-10) + jfga, X, Kz,}(i“ ‘io)(ﬁ- M) +
e —

e e e’
3 3 3
T+ 3[1-0,,.., %nl (x-%e)... (%= tna)
W—-‘
3

segu}: ta ge’rmuio. de Newtoo

, es &l

d Cdme hallamoes Lot megidenhes (digErencias divididas ) que intervienen

en Pn(l)? Se wuhiza wna btabla wme Lla que sigue :

¥ $Exd §Lx, %1 JISPRNPRNC U ot §lw, ¥al
Xo (-Ex:]\
\g"’,\ e g[iﬁ]ogtxﬂ
>f3[1.o,‘l~4]\:_ —_——
y Tan e N >ffgf"fj~,
! é o \ A> %6’“_” _?:,
S e e, d0sia 7
x2 §ixl = il

LT Sr_in-r_\ -~ \

= 3 %ae2, *nar, X7 T
> g[xn.‘, o /
®n gt‘ﬂl gl l
!
’DiSer&nr_iqs en A P“"MG‘ ffCOEFidENT—E;\ Lo dhhma
A partir de eles se calwlan L DE pa(n) /' wlimnee  siempie
Las  digerencias en 2. R Bene una  scla
d%gerencicn. dividida,
P "‘"‘“‘ﬂ\ff.,.ww.‘i,‘y,.*"*‘N,\ P Vo \
i/”""j SE HALLAN DE FORMA RECURSIVA ™
;} (CLUMNA A COLUMNA. Rj
\\ UNA VEZ CALCULADA (A TABLA, |
1 TENEMOS LOS C(CERUENTES, Ei

g o
— =




« Demostracion Propiedad 3 :
\_/\N\_/‘\_/\M

4 Seporte = {m, %a, -y Bk, xk,,.,}
{1 Potinomic solucion = Pras () = 3[1&3] + J0xo, A (x-xe) + ..

* SEKG,M,H-,M](x-xa)(x-x.) e Ux=xyy)
L S

vl

xK+... (de grade k)

+ g[xa, X4,y %kad ] { X=%6) oe (%= Xpoy J( % 2k)
L . il

N~

K By Rk

—xoxF -x,x

¥ Ahora cambic €  orden del soporte :
SDPOFte = {“ka—-‘i. Kich -y %4, Ko }'
(2] Pelinomic scwdadn = py,, (x) = g[xw,‘] S0 xpaa, kY Ok X))+

+ 3[“‘“-’1 PR x"] ( x"k&ﬂ)(x_x“) (X‘Kz) +
| . >

v
x5 +... (de grado k)
* i[ka,»-,, Ko] (l'xMHJ - (X—?H)
PR S ———_

K K
=Ky K = KXo xg x ¥

Bl pelinomic e @ misma, perc estd  escrite de 2 maneras d.igerentes,
Se hala el LOGSECEEnl:e de x¥ en ambas expresiones Y al iguamrLos saldrd
Lo Sc'rmu’la que guerlames  demoskrar.

. 50 L3

C.c:eg\ue:\te, X s

.

!/ Ny

De 3[10, x’l,..., KK-] +i$[xe,¥4,..4, Kk+4]\(-xc—xq-__,-xk) =
a I "

De @ 3[_’(‘“4. Kic -y ¥4] + l}[ Xiged o+ KK, ..o, 10.] £ = Xuea = Xu— ... - ‘fl)

e i

L@ Es Lo mismc cambiade de  orden.

Por La propiedad 2, s€ que son ;%uc.x,Les.




Cperamos :

ot

e~ N -
3[*6, LT P Xk] + 3[ Ko, Xy ooy xki"i] (’ o - Xa-..= xk) = g[xkﬂ, Kig s x’t] g g[xk“ " %kr":“{z] “-Xk“ -k~ 'x-i)
\_'//
$Lxe, %a, oy wkea ] (—d0 = %4 o= xk) = g[ Xiah, Xbgs e %0] (= Xker = Xi = m W) = 3[*% K, xad m S Exe %, %]
—_— M

Como sen iguales (Propiedad £r. hago Snr_'cnr Lomun

g[xo‘ Rd, oee g XK‘A] ("Kc ‘% = —% + Kol =+ % S 1—%‘) = g[ka‘ KW o )\41-5[!&,)&4,..,,7&1&1
R Byt

(9 (Prbp 2) - SC‘H"‘: "‘k-H]

[ %nad, %, o, x4l = YL %o, x4, .., ¥k (=)
I Ry s e s ST o o

Xk +4 = Pe (-1)

sy ] o ALl §E
0; R4, weey -
Ya = Kt /‘-\emos l’legado a So’zmula

que gqueriamas  demostiat.

EJERCIQQ : Calevlar el polinomic  plx) de intErPcm(io'n
L

por La gdzmul& de
Newken para la sigui&nte tabla

i
% J(x1)

|
(o}
4
3 2

Farmula de Newton _

Pi\(x) = (?[7‘01 * 3[&@,‘“1(}-10) &

+ g[‘ef Ay 121~($'10)(1‘h)

( Calelar \as digerencias

divididas mediante ol qtgo‘ziknm (l:a'nm)
viske antenormente ).




(A3 ]41) 2007 )

EJERCICIO : Caleviar el polinomic P(x) de interpa\ado?‘ por
R A W N
lo  Fdrmule de Newten para la siguiente tabla .

o | §0w Fdrmola de Newbon.

0 1 pn (x) = 3[16] & S[xO,x4](x— Xo) + ..
1 3 i j[xcf By vy R f 18] on (e )
3 2

Como nos dan 3 puntes ( datos) distintes ¢ Sebemos gue esiste  sclycion
dnica  ( por ser bodes distintes ) y que s Srado serd , a lo sume, 2 ( porque
podemos hallar 3 coegicientes ).

Por tonko, la Fdzmola de  nNewkon para e Potincmic buscado  serd:

pa(x) = §[r]+ gfxa,*ﬂ(x-xe) + Sua,xa, h](x so) (x-44)

Cris”™ g =
4 L
2 grodo ? ¢ f‘

Hmé que caleler  las dijerencias divididas .

x; (! JACE JTs, 5, 1)
0 sy Jxd= §le)<{1) .
SE“U:‘ x4lz i @
s e
> g[m M.] P pve
3 ey 3[x1]=3(12)=2 a2 o s -
J/ Coegicientes chzl“
I
i clinemio I
® fr y_ Aped- §Lu el z-(%) 5 s s i
ke, K4, A = — s
3 Xg - Rz 0-3 [

po(x) = §Lo] & §L0,41(x-0) + §LO4,3](x-0)(x-4)

pa(x)= 4 4 Zx -_2. x(x-1)




Partiende  del gerdtio anterior, Supongames que afadimes Gn Avevo

Punto :

Ahora l:ens::a 4 Puntos, lo que me Permil:e caber Y ccegicientes, El

Fol.inom\o nuevo  serdv  de gn.xdc 3. Pere ne es necesaric recaleslar  todas

Lo
dlgerencius dividi dos PG"QV"Q se  cumple Lo sl%uiente:

ps(x) = p2(x) + §00,4,3,2](x-0)(x-1)(x-3) N

| |

v |
Polinomio s Sole hay que hallar una
anterior de diferencia  dividida.
grado 2 ( ptx) = px) anterior + "a\.so")

VENTAJA [UNDAMENTAL DE NEWTON.
e P W BT I R, WO N T g, il

7.2. OTRA EXPRESION DEL ERROR DE INTERPOLACION.

Anteriormente (pcﬁa. 23) hablames estudiade La siﬁjuienbe expresicn
para e error de interpoladen -

(n+4)
e | =| 208 (v xe)
(n+4)!

Existe otra manera  de expresar el error uhilizando digereﬂcias

divididag =

ERROR:  Si un polinomic pn(x) interPoLu o une cierta gunda'n g('x)
en los puntos del scporte A xe, x4, ..,,xn‘[ WE A Viz)

E,ntcnces, en tode punte x gue ne pertenetco.  al sczl)crte, se wmple :

'S(X) = 3(1‘) = Pn(%) = j[xa,u,..., xn,x](x-xﬁ) (A-#.n)




o
* Demcstracion :
T e W

Suycngumc}s yue tenemos  wna Suﬂc;c?; S(x).

Hallamos ¢ Pc\_incmio interpolader P"(") en el soporte éla;uf«-»f"n((

L—o pa(x) / priri)= §(xi) L= 0.n

Ahora  ahadimos un  pusto nveve (%) al soporte - ),xg,x’a,...,xﬂ,?((

é Coal serd. el nueve PoLinGmio mb&rFeLador?

Pasa (xi) = §(x1) (=00 _p Cample lo de

antes mas alge
e W

Pa+a (?) = 3(§) adi(.icf::i‘;‘

Pm--l(")/

formula de Newton:

prea (x) = g[*o] + §lxo, x4] (x-%e) + ..+ FT %o, #asn M]q((;- o) ..o k= Xn)) +

+g[xo, Ry y o g M,?] ((*-‘Ao).(x-h),,_ (x-xn))

Hallames  este pelinomic  en x=§ -
X = ? —+ P (g): Pn (?) * j[ﬁ-c,— X, -y %n, ?1((?' io.)...(g—xn))

Cemo  Pa (%) es e pelinamic que ;nterPcLa a lo Sunuo.ﬁ 3’)(;} €n

Lodes los  puntes ael  Soporte, inceido 2# % . tenomes gue

Poed (?) 2 g(g)

Entences, a parbr de 4 vemes  que

P8) - pa(§) = fLvexermes 10, §1(T-50) o (- xa)

P
&(5)

T._._.._. Este e lo que gueriamos demcstrar




Hasta ahora  hemos wisto las diferencias  divididas S[xa,xq,..., Xi
para e casc e e los puntos del scperte A %o, - t} seun ‘todes diskintos

Z a 2. Vamoes « ver ckros cascs :
% CQué pase  si sen gguntes? Haré Lo siguiente :

Si 5[xo,xa] oSt {foa, to+hl con uvaa "n" vy Peguenitu,

g[x,i*hjz 3“*}‘}—3“) B 3(14-\'\)'3()&)

(x+h) - x h

f De,[‘fm'cio'n
de

: 51“) derivada

Cx, %] = &m §[x,x+h)
§ h3o ‘Y

suponiendo  que 3 € CA(x)

3 bene wno  derivado.

(la Primem) confinoaL

x écg[x. bo g x]‘j éCo’rno POdemcs hallar (o digeiencia on Akt pumto .

gue se repite un derto ndmerc de veces ¥

Nes  ghames e fa So’rmula det error (estudiada en Lo pog. 23)

sl = 5[’*“1 €a, ., *n, % ].(x=xe) . (x-xa) = Como los &L son
) ) dishintes , hage gue
= __g(___.SEj_ c(x~%0) .. (x=xa) J bendan a x para

{16 94 estudiar el case

gue q\,iem.

(ne1ld, . ) {nst)

J’[Ka‘ PR &n‘x] — W X’ (?X _ g (x)

LRSS (ned)l {n+4))

n+2 veces

" i (ned)
Si 3 € C"(x) entonces $xs 2l ,u

g*_V_.PJ
%o, Kuperp k2 00 ¢ Py (n+d)]
™ 4
S derivable ned veces Derivada de
en el ?un’co X. orden n+ 4.




¥ A Qué pasa. st alguacs puntes se repiten , perc no kodes ?
Por e(jempLo, 5'1:'0;0:4]‘

En este  case se vhlza o tabla gve vsdlbamos pora caleslar

Las digerencias divididas aateriormente.

XL J0x] JLr, %1 JOx, %, %l

‘Ms)
AN

g[le,xﬂ] ) -
o 8“") ’/> ——\> gfxo, X1,%4) = 3“""“]'3[“'“]
T e K T I_‘\ y o = \
> (§ixamd = il _ s

S B R TN ftaadrnd - Bed-glecn
> g[“i, l).] / = Az

X2 X(xz) - l Si Quera x4= x2

R S IR pmiitina,

et e

f_;‘rr“"& NOTA .~ P()r La _‘)orrmu'lg de

. lo polg. anterior, tenemos que: 7

A ey,

; SLKH‘H "ll:M .\-\"é
«Aﬁi 2! g

Utilizar Lo tabla me permite 3enEra_Ui;cu‘ las  diferencias
divididas a cases polinomiales ne  cldsices , por gjemplo, Lo. interpolacich

Polinomial  de Ta.%wr-




8. INTERPOLACION POUNOMIAL DE TAYLOR.

Tenemes  wna g'umcidﬂ y = S(x) g wn punto dxof , que serd o Wnico

punto del saPefbe de JnterPcLac-'o?m. Se conccen tambien fPas  sweesivas  derivadas
de g(’x) en ¢l puntc xg.
Buscames  wun polinemiG P,,(x) gue cumpla : P"(")-'r?“(x)

S(h‘.) A
I)'n ( XG) = X‘(“J)
o (10) = §"(xe)

Fn( Xc) =

{JV"‘NW
Polinemic de céradc n =>§n+’l wﬁ:jﬁ@
%

Es ?osible derivar  haste n veces. <=“

i

n) o}

Pn("-b) = ‘g (xo) P
/
{

wn  selo en ¢l

la tabla. Tenge

) 5
50Pcrte: x¢ . Le pargs de esta manera _p S= {Ks, p PP xclr

- ; N+ vece\f)\" Es on ij“nt" . da
W

Pora  resolverlo ubilizard punto

Vemes o haltar el polinomio Caunl repetir s puntes.
mediante  (as did'?erenc-as divididas :
Ag g[u‘] j[xa, %j] 51.'*?-, X}, %]
" @";‘;{3\ -
ol %
> 'é (7"-’), _————
i a2 s o Nl ,’3" (x)
Ko g(“‘o) \ >| : "--‘_\,
> g 7] N-2hs TN (S0
e §(x) o s N D I NET _—
- // 71 'f 3“(‘0) \‘
: [
1t o
N
> 3'(10)
( ]
Ko (y( Kg)
En coda
columno. siempre AN Rimm . _
ngdﬂ LD fp"““‘""s,ff’d cabi ,,f'-"w = k“ev"; i," 1’}"‘" ‘\:'i&"'( &"'fjr' v‘:“'a """:‘ﬂ \(6 1‘@#’ e B
o : a4 5 )y i §
mismo, _;"f Pn(x) = 3(*0) ® 3,(10}(*'10) + 3 (ke? (x- ‘o)z N -—————ﬁ (xa) (x- Ke)‘ <
\ - 2! ' 3. L "
L“ 5 W % ?. J cumple
k’»..»‘,,,_ ﬁEM] (g[la, Ka—] j[m’ &e‘.ﬂn] [&a,...l Kg] 3{ F:"(x)_— jhllx)
\ (n+4) ;
h e n? "’/“KA % © - : !
e N . T " —— ”e;‘%"«-m o * » ,--"&4." o J

@)




q. INTERPOLACION POLINOMIAL DE HERMITE.

Encentrar @ pelinomio  gue interpela o ba guncio'n é’(‘x) en  Llos

puntes lxe, ., Xn}.

Pzasa (xi) = :j’("i)

vE= C,yn Tenrao In+2  condicicnes .
] ¥ § M %
Paosa ( x) = 3 (xi) Prede  hallar{2n+ 2 coefuientes

(ei PoLGnamnc sera. dE; %rado Zn -I—’IJ.
1
S:% %o, %o, %a, K4, Rz, Xz ,..., Xn, an. q
s t

t

X Jon] JExi, 4] $Lx, %5, %]

Ko
1/7(;;;‘

= N e §Ener 1053

> e |

o s Jul
\> j'fm) //

> {}’[Ro, x4, %41

Ry _..___%
Por ea‘e_mi;l.o :

)\xc, Xo; RKi, K4, x;_(‘
Cumple :
> §0) g (ud  n)
I Y (f(x,.) -~ é"(‘ﬁa) = p'(x)
S.(M) = p'(x-s)
S(M) = P(M)
Jla) = ply2)

£l PcLinomi G Serc.:
f""n, Y ok ‘_&*“"N'““' s A ™ V,ﬁ““ e .s—' .H"r“ ", ,_j'ﬁ/ "~ \
P ~. ot .
V. /

A — J)(Xn) \

e B 2 .
! Pznﬂ("l) = S(&s) - gixc,to_k(x—xn) & j[*ﬁzxo.-xon](x— "
/&3’ ‘__h
H .
. & %
% "'j[le,ﬂo.&q,m]()\-xgj (X-A,) L
-, ._2\..
{ \
2 2z 2 ;
N, L SIF_KE.‘%;-‘ ,"n.ﬂn].((ﬁ'icj(x—a"-ﬂ) (A-Kn,.) (A-*n)) “
% Vi
e Ny, - ) S '“H""«,.“ o “‘h.,,‘% ps ,e""”\a.“‘ — Y, - ,-”*"«LM




+ PRCBLEMA B,
R N Dejinida- para x>0

Consideremos o guncic?: c;’(:<)= tn(x) 4 sv polinomic interpola dor
en Axe, xat.

Sn:‘!
@ Demostrar que e error cometido  en ma&guief Pun’co del intervalo [xc,‘x,-,}

estel  acckade per © &
0 € Ko £ Xa

. z
(x4~ Xe)

2
8xg

e(x) <

Cenccemes 2 expresiones  para el error . Usames  la mds aprepiada

para  este P.-obtema : {

§°Y(%.)

E(x) = (R-Ke)“(x“n) ;
(n+1) 1 |
En rwestro o 5 n=1 -4
e(x) = ———-/%_ (x- “e)(x'h) =
- 2
‘f!(x) = _:l._ ; é’"(x): 1 =
* 1’

= ! [ (x-x) (x-xa) | ¢ ! |f""‘°)(""‘“‘) € T n -

7€ Zd; Z¢  \S Valor absolute de la
imo.—aen en o pardbola

en & ponto medip de

intervalo [xo, %]

f .
i ;

| 1

i Ko+ Fa 1

¥o! . '3 -
o I i f 4

E\—i/: 3:(&*‘&0)(!-!.) Gome @ PUF\“UO ? estd en e intervalo,
i [ ,: xo & ?;S % . Ast qu& o ?ndemos

acotar su?eriormente poniende alge
Z 3 ‘ = N
Xp € §. nl [ gl‘ ' mds  pequeic en el denominador.
Ag A4

v ‘».Z
1 Ko + A4 Ko + %4 1 Xi-¥%p Xe~ X4 & 4 (x.-xc) \
- ( - xa) - X4 = = ¢ - ‘i
22 2 2 Pre 2 2 [ 25 T &
e 4 4 N
h




St tomames %e=4 , ¢ hasta  donde chrﬁmcs extender el inkervalo a.segurandc un
error  menor gue A074 9 /
/
!
— lax (4] =0
: I
i \'2
! : _q4
; xg=4  dx? o e(x) <10
1
|
1=%g ;f. .
 SURE— Ublzaé la cota de error qee
e(x) zerror en el inkervale
acabe de haliar:
[tg'lh]
elx) ¢ (am¥o) gt
Bl
. —p Despgar X4
(x2-1) 10° ) (xa-1) < 8407 . xy-1 < V8 107
3 i
207 .46°
B ,
s € WNZ .40 34 |= 2_\!15 + 4
_ i0
fl
4 y un Piqulto - El intervalo es muy
Podemes extendernos pequenc (4, 1c1)
hosta eske punte ( sin \leﬂar a él)
« AY si ?&rﬁmas de xe= 100? ¢ Tendré un intervalo mejor ( mds (LmPUG)".)
z 2 w5 .
(- 100) < 107" J { %4 - 400) < ’LG}S;WM ;
$.400" o
%4 - 100 < {8
il
29z
FAF)
: El emor
x4 € 400 + 2V2 e —
e - ice AC0+ 202 def%ﬂde
L oel
Bl wtervale serd =(1CC, 402'8) intervalp
la sitvocidn ha mejorado:
Lo amplitud del intervale es 400 veces la

ankerior pora  esperac el mismo emof.




® Jid= lax e(x) € 107 dxa ?
Vamos o interpolar  en @ intervalo [’!, 400]
e(x) £16°
Py
Xe K % Xn
: /II‘CIO

Queremaos garnnlf\}ar que en todes los intervalos [x;_“ k] € [4, ’ICQ] el emoi

-2
sed  menor gue 107°.

-2
< 1C

( By - Ka)z

Bal

e(r) -

D ——— §

et et o

Ki-i &L

~———> Positives y mayores que 4

z -7 2
et (ai- xea) €107, 8. %04 ;

-
X € %4 + 10, 2V2. Xi-4
Factor comvn
=
xo £ )\‘;-4( 4 + 10 lﬁ)




g o : (16/41 [200%)
TEMA 2.2 - INTERPOLACION (CON SPLINES.

Hasta ahora , la Serme. que tenvamos  de interpelar em  la s‘.guiente:

Tenemes  ona  serie  de puntos (sopoftE) e {la, Ry ooy '\nl'
Queremos  buscar Lo Suncio’n €(x) que ‘.nterfao\,e o oerta 8%0@6

0(x); es dear, pescames P{x) tal qe Pxid=y 170,.,n
=) d

Y 4
N:(P(K)
3 3:3(1)
; { ‘
; : ; ; 1 > X
:‘a ":'t %L ol KJ\J/ Xa
) ~——3 Coinude con 3(;) en s puntos del
suPor\'-E, pee en e reste esdGla
nt) MUChn!
\P E..Pn ?(x)= Pn(k) |6{1)l_—_ g (€x) " l(x-le)(x-m) (xm&n)
(n+)l Ve v “’
¢ i L)Q:M Jan (*)

Buscamaos un P-:.L'memic-. Eroor oo in’terpctuudﬁ.

P
Hasta  ahera, siempre  que hemes  heche una  interpelacich  tenlames wna

serie de  ndiciones que  expresdbames o trawés de  wn ccn(';umtc de funcienes

uneales, Con ellas %entmf.‘oamos wn  astema de eawadcnes gue ncs Permitfc._

seleccienal  wn umite  elemento  perteneciente gl eando e gue emgn’c_mos que se

encentrase Lo solueicn. En @ case de W laterpolacien  Relinomicl  Cldsica  tenfamos

qe @ espade era Fa  ( pelinomivs de grade < n) y gee las junuones expresaban

o cendicidn. de pasc per Les Ptmtcs"- (%, SHL}) L= 0,../n

Sin embarge | esa maonera de iaterpolar  bene alguacs  inconvenientes.

En parbeotar  tenemes o problema. de que ; a medida gue aumenta el  grade

del ﬁodncm;c (es dedir, a medida gue nos dan ma’s puntes AL del sqpcrte),

diche  pelinomic  tiende a  oscilar  muche.

. y e
oy F g :

\._17}.- %

SB . pedemes  selucionar esto © _— SPLINES = INTERPOLACION »z:f'?
SEGMENTARIA, |

Yy P M. T

iy




Taterpolacion Segmento.ria. -y En \vaar de obtener un sole pelincmic basade
en N+ puntes , dividimos nuestre intervalo  en  troes  mds pequencs , cada uac
cen  menos  puntos Y hacemes pasar  per elles  wn polnomic de 9fﬁdo mencr. A eshes
polinomios  les impoadremos  cendiciones de  mods que se  conecten  eatre ellos  de

manera.  svove (conbinua). Vames o ver digerentes cases de 1, Seamenmﬂc\-

4. SPLINES DE PRIMER GRADO.

Tenemes el seporte )\Xu, Ka, .., xnﬂ'

Busecamos  una Suncit‘:n ¥ ascuode ol scpor’ce dado . Por coda dos pun\:cs

consecuBvos  se hace  pasar wd  recta  gque s conecta.,

L No disponemos de ninquaa Lbertad para imposer
condiciones , pees la recta que pasa por 2 pontoes

VNV

Ex‘b“‘f: x"-] - Pelinomio  de ’]ej grc\doﬁ

Recta

P 4

v € ¢ /
L Fuacicn  continua. i

L

\“\w/\/\w;\ A

: /"“) Los pelinomics  son
. 7 /

distintos, peso  son

conhinuos

Lnea quebrada .

{
i
;
:f! Resolta una
1

B i . 2
T [ —

9

.3

I

o -
Q

Xn




2. SPLINES DE SEGUNDO GRADO.

Tenemos el seporte 1] K¢, X4, ... 4 An #

Buscamos  wna Suncic.'n ¥ ascoada ol scfc-rte. dode. Por cada des Punios

Copsecubivos  se  hace pasas  ung ?cu'c;.bom.

I"‘n#

‘4"1}, Kﬂ'),...

gj Pardbola. .

"“? . 18y p & un pclinemio de 2* grado. Tenemos 3 parametros

i lEK;A'm] Y solo 2 Pun'ms.
?_g) ¥ es “lo mas reaula.r Pc-siblel: ) \J/

Hay gue  imponer 1
condicion adicional : CONTI
NumAb EN LA PRIMERA g
DERNADA

éPcdrfu poner esta po.fo‘ubulo?
No, porque guiro una

deﬁvn\o\e ¥ an{{mu

Riq
! con lo anterior.

3. SPLINES DE GRADO M. (En general)

Sec ¥ dﬁgiﬂ‘da en [q,b], donde establecemds  wna Pm{:{dc’n
cen 0 ntervales EX.‘_qq, x;] de Sarma QUE @ A= Xe € X4 < Xz €. L X, =b
4 uxmple lo sigu%&n’bﬁ:

ot

s un clinemic de grade m.
gj 1[*.-4 xi] d § ) .
é

7) v ec” [u.‘o] (Tiene m-1 denvadon ccn“fnu(w))

P(n ‘,‘ lo - mas regular, pesible ¢




4 dcomo DETERMINAR  LOS SPLINES?

¥ Determinar un SPUNE de GRADO Z,

Sea.  P(x) un spline de 7 grado aseciade o la pc:.rticién A ke, A4,

xn}
de [Ca, bl.

Dos puntos consecwhives se unen
P\J

mediante un polinomie de Smdca 2.

@ 5
. X4 Xz X3 gmy KE o ': {(n+1 puntos)
Yo Xp
. 2 ) ; . o A ’ n
- P (x) = qux o+ bix o+ o ;s L=, cac, br,
. ’ e
Kid, K]
[[xia, 3 o inbervalos
J
L. ~
3n
-> \P‘( )L) = 7a T bi, Po.rcime‘lros
IC *1-1,"i,]

Para  hallar el sphine hay gque determinar  los cuegiciem:es al, bi, i
sidbiende que bene que ser Lo mas re%uLur posible..

Vames a E:xigir lo ss(jmente=
'y

ﬁ En o reske de F\m*.os Seﬂure que

es contnua POFQ“F'-
1%) Tiene gue ser CONTINUA en x4, Xz, ,xn_1® )
R

log ?o\.inomios
i lo son.
n-1 puntes
n-1 condiciones Fcucx & 2n-2 condiciones
determinar  3n ?aro'.metros
ZE) Y'(x) CONTINUA en x4, &2,..., Kgoq
o | J
o= Psn{'.c»s

Otras n-1 cendiciones ‘_—-t

® En Ko Y %*n no Puedo exigir conhnuidad perque  no s€ lo que hma, a la
izgtu‘uerdn. de %o y a la derecha de xp.




32) Ademas impongo  Las  condiciones  de interpelacicn -

St
3=§w y Pl = g(h‘.) = 0,0 3 n+ 1 condiciones.
En  resumen :
Continuidad  P(x) (nv’! wndiciones)
Exigir Continvidad P'(x) ( n-4 condiciones)

Condiciones de interpelacion. {(n+1 condicienes )

3n -1 CONDICIONES PARA DETERMINAR
36 PARAMETROS.
1 _GRADO DE UBERTAD.

A

LEste grade de lbertad que nos queda
se usa poara chustcu‘ el sPhne al problema.
(Ej: .. sabiendo gue ¥ vale "tante"
en “tal " pusto 13

* Determinac un  SPLINE de GRADO 3.
Sea P un spline de 3¥ 9md0.

Y(x) SPiine de 3¥ 9&1(&@. .
Y ® A’(n) Funcien que  gperemcs inte.rPolo,r,

Qq K + bqi + Cqa®k + d‘l ES 6[)‘0 x‘i]

i

azX + bax ¢ X + d; x E[x, 42

Piak o

i
? ‘l*—r\)‘3 + bax + cox +da "6[*.1-4,%1

sensagr s

S ———————




Ahora  tenemos : n intervalos [xi-s, 201 0=4,2,..,a }
4n

4 pardmetros (ai, o, ¢, d;) por intervalo
4‘2) ()= S(M) t=0,1,..,n _5 0o+1 condicones de interpolaccn,
2%8) P(x) continua en x; i= 1 yoe s =4 5 0= condicicnes de centinvidad.
38)  P(x) conbinug e x; 0= 4,.., n=-1 _3 n-1  condicicres .
4%) ¥'(x) contua en xp  (=1,.., n-1 _p n-1  condiciones.

QNo dedvar mos. Se poede ex.i%ir hosto. o.g‘u.f porque \a si%uiente

derivo.da Yo seria una conskante.

4n-2. CONDICIONES PARA DETERMINAR
4n PARAMETROS.
2 _GRADOS DE  URERTAD.

R TR RN

Estes, 2 gro.dos de libertad se usan
parc imponer condicienes Pw‘{:immres
del preblema. Lo mds comun son les

splines Cobicos oaturales.

8plines Cubicos Naturales _y, Cumple: PW%)z?WE)=O
Sl T P N, Xo Xa
R e N
P ‘}m'f‘ﬂw 1 ¢ X - \\"w
Zf' LCS MAS IMPORTANTES  SON :

\ , ™N
~ LOS SPUNES DE 1% Y 3¥ grado

[ PORQUE DAN MEJOR RESULTADO QUE

LOS DE GRADC PAR. }
Pt
, N _‘__,,w“‘»;\\' _"f"’\ . .‘,w'4.,\LMMM‘J,“*(\»WM‘,M«’

-

(

Po.roi«e%fos

44-2

wnd.




EJEMPLO :  Sea Sp() el spline  elbico

S

que m’cerfsola. la tabla:

x’T X1 Xy (n:Z} > 2 condiciones adicionales,
4 0 4 _ p

tal qe SpeN=S, (1) =0

A

g

0 0 h

R_ Pardmetvo (pnm cada valor de b tendé un spline dlgererﬁe)_

a) Calwdlar e valor de h para g S; (e)=1.

b) Sea h' e valor hallade en el apartade anterior .

Catestar  Spu (0) gy Sy, (4).

S, (x)  spline  cidbico. 3 puntos —» 2 intervailos.
3 ; z =
A+ b o+ oox + ds x e [-1,¢]
Snls) =
il + bah + Gk + d2 x €flo,1]
Ba X" + 2bia * Ci x € [-1,0]
Swlx) =
0,8 + ZbaX t @ x€Lo,4]
Gaix + 2bi xef-1,01
S\:(X) =
Gazx + 2b; x €10,1]

o~ — NS, NN “’\"‘.,.--.ﬁ_
i CONDICIONES DE CONTINUIDAD: )

ioncs .ﬁ\‘
& A - a . - g’
Mt L T S &% ittt

e i

T

o 4 %p
() X9 : Contiava en e Puﬂto no ex{:r'e,mg del SDPO“{‘Q.

* Sh 'COﬁ'H‘ﬂUO. en '}‘.:0 - Sh(O)‘ = Sh(O)T —2 QI-1= dz

* S.h centinua en x=0 = S'h(o)_ = Sh((})* iy Cq = €2

ol . i _ i
¥ Sy contiau en x=0 - S:,\(o) = S;(0)+ - |bi= bz

Tenemos 5 pardmetees (a4, ba, c1, d4, ar)
Tenemes D ecuaciones { 3 tondidones  de nterpelacidn  + Resclver.

2 cendicenes  adiconales (envnuiade ))




. T ( 20/41] 200%)
5. SPLINES CUBICOS.,

La 8“.0503»’& basica  ¢s  idénkica que en los splines antericrmente

estodiadoes |, aunque ahora  wblzaremes pardbolas cobicas  ( polinomics de %rado _3)

entre cada dos puntos  consecubivos.

Tenemos el soporte { Ao, K4,..., An ‘(

)S\:(x)
= ] Y
ad ¢ ek ¢ x4 da x € [xe, 2]
/’_> S("'):
Spline
que queremas q,\xs + bnxz + Cpk + dy XE.[A,,..»&, Aal
encontror. b v 4
gn(K)

Se trata de hallar estes  polinemios  (calwlar los meéﬁicientes)‘ Hacerle
como en Lo clase anterior  puede  ser muy pesado , per Lo gue vames a

ver  ctra Sorma de  calevlar  S(x):
I T I

{1$i(x)b wn pelinermics  de grado 3.
{S';_(x)} sen  pelinomics  de grade 2.

{53(»)} s pelinomios  de  grade 1: Reckas

Por }’.QntU, la dertva da SES\JndG. del SP““E c.,;bi(o e uwna recta

y ‘tendrd o  siguiente  aspecto:

2ioq Llamaremos@ & los wvaleres que

toma  esta guncidn en los  n+d puntos
20 del  seperte .

Por anera  desconcico ¢ valor

oo m e me

de  estoz  ®L.

=1

Vose do oo
=

—
S, —

| S1a) = S"(x), x €l xeu, x:]

S —

" Ai=n) = Zi-g

S'(x) = g




S"(x) tendd la emacién de una recka gque pasa por 2 puntes.
Para  encenbrar  una  exprésion  de  S'(x) vhilizames la gdrmula de interpolaicn

de L&grur\ge_ :

pa(x) = = S(AL). HEY, dende Biix) = IT *%

o i=¢,..,n XK

En nuveskro @Se —p A=A Kg = Xioa Ka = X
Pa(x) = flxe). &ln) + B(x4). Lalx)
i th - Aq K- Ko
§lal = Bl [e) oot cdiy 4
Ai=a- % %= K-y
-8 S:
Vemos gque cuando = &l se anla parte de la Qér-mu!q

y queda ST (k) =2{. Cuvande x =Xy Se ana otra
parte de lo  Pormula y queda Si [Rua) = 2oy

Por tonto , estd bien (es uvna recta que pasa por les
Z puntos deseados ).

Ahora, integmmos dos wvetes  parn  obtener Sicx) :

= G a2
Sils) = k¥ -4 T M_.Ei 3 £
-248: 24;
3
v " P
S5dn) = (x-%0) LBy o+ _.E_:_l)__ B 4 Ok o+ Dy
- Gd; ed;

i
i

Coambiands  las canis\:ﬂntes' de inbearncio?) puede  escribirse de gorma mas

g i
convenienke « W Cambic el Sism para g‘uihmr el -
1]
3 4 ) 3
(%i-x%) (r=xeai)
) Bt b e § Bl B A (x- xim) 4 B xe- %)
Gd; 6di

SL(") =

Para  determinar los  constantes de ;ntegmcicfn (Al y Bi) se impone  gue

& polinomic debe valer o gque la Sunc{ofn a iﬁl:erpoto.r en Los punbes 4 Y Kie s




Silxia) = Yoy =
S . )
» AL, B
o
Selxe] = Yt = _EL'_'"_"__.EL w Bl ag- syl
64,
, 3
(’i-%g-g) . Ziq
3-‘.-: - <
” - LBl
BL - e - g = : ) Paro  calevlar Al y B
”—7‘{“* & L pora todos los intervalos
. ? solo necesibo saber los
4 - (*i- %) B ‘ valores de la sequnda,
Gdr gu J"_%C. .
At = - N o derivada, en cada punto x;
*i- %ty de 6 (1o que hemos llamade 3:).
les 4l Y Yoy son dakes
del Pro\plema..
Por  tants, la expresicn  del spline  que  buscamos es:
v 3 . 3 : et
Bilx) = Lo (*C"‘) + B (K'ﬂc-s) +( SL - zdi )("'*i-n) +
Se conoce —p Gs: 6s: : di G
kedo menos
N 3‘3" ii—n-Ji : i
s B, + - (xy-x) para L= 4,0
d; @ )
! » SPUINE cOBICO QUE INTERPOLA A LA QUr\ Sulx)
CUNCION 3:3(;:) EN L0S PUNTOS DEL para.  cada
SOPORTE 4 Xo,...s Xn t inkervalo
TN
o u ;
j‘l lj = S ((JJ g"“\.‘
{ i v
L oyi= S(x)
gt \ ,hn“*““—‘l
\ A/
d Come podemos  cal alar s 3 ?

Punko per el que quitro que pone el spline.

3
( X Xf_-.[)

Zio o+ By (X0 xim)




Para calevlar los 2. ewm 8- rémos
— ——
fﬂ“w‘a /‘. V(‘ i’{.‘"%‘hiﬁ‘k
o P 1 ! X h 1
4 SL("C) = S\'_.H (‘l'-) ‘}
S N
F 4 }
?m A Si{x) ; Siea(x) xf’}
( hC J
Ki"“ ”“”/meg e if
Caelevlamos e Pn" mere derivada ;

COﬂhﬂUidO,d de la Pﬂ‘mE.r(,x

dervada .

; ’ i 18: - T 8
S'L(") s Ei-d {M‘_x)z‘* L (qut_‘)l -i—( d K z )_( G-l _ 'i‘-a,uiék,
28¢ 24; &« 6 4 ©
4 *L—«) 3 5|[,+4 (*i)
S'i.{ﬂ) = 1_._;' c§; + gt - o - l.‘.d{, & e 6“
2 di L G = Es o mismo pere
cambiondo
Qe g mg) e = o 3‘_ i 2o de " e M 'l
: Z éL é;_ G e “l-.""l“ e W Lli
| resPed:'wo.me,uke.
I S:'_ﬂ (KL) - £ éin N Y+ g _ Ein qu ELC‘;LM
l 2 Siw 6(“ [ G
|
|
Ly Son la  derivada por la izguierda y Lo derivada por la derecha.
Para ge hoya conbinvidod deben ser ‘guales.
Iguc‘l,undo ambas  expresiones  se  cbhene conocido
~ Siine =y
,i" ‘5;’_ ?u 65, & Ti-e éi + £ ‘5L+| " Eiwl (S.:“ N zidia _ Yitl N i . _‘3:_. & Yl
2 G ¢ G Sin  bin di di
para v=4d...n-1

(‘De:jamos en el primer miempre

bodos (os 2 y en e\ seau.ndo

o demds.

v

Lo conbinvidad ge PuEde
exigic en log puntos interlores,

en K Yy Xa nO.




OPEFC\ mos :

o di disa i i= 4 4 )
il Y T o4 U S = __3' = Y o+ 9t
{:

G 3 3 < feh d;  dim Sis1
¢ IC + e N gi- 1 4 ™
_cf.....li—a - .__.____UL*U ' LB+ i s Eiw o= -i- -( gl )‘51 + Brist
12 3 = S di din d(_.“
i=41,..,0=1

A
1

I s
TENEMOS n-1 ECUACIONES
N 2 dos de  Lbertad
Y n+4 INCOGNITAS i e

L4
2or B1, ..,,in

Con  este sstema.  incomplete Po«:l&mos hallar 24,0, Ea-t ( Pw‘\tﬁs
interiores) . Los 2 condicicnes Qe nos gaitom pora  completar el sistema
nes \las daon en el enunciade . Lo mds cemun  es que  estos  condicicnes

SN ¢

i

{ Eoe = Ba=0 Sl-.aline cubice Notoral >

e P, s

- " o o~ T

& A e - e
g

Recordemos e 2= St(x)




¥ EJEMPLO:  Conskruir @  spline  cibice natural S x) gue interpola
R e W '
Lo siguiente tabla - ‘\\

ﬂ"‘%& S(x) ﬂ..\mpﬂe:

w o 1 2 3 4 $'(0) =0 Ze =0

3L|4 2 4 o -0 N3 B

n=4 5 4 intervalos

, xa=1, x2=2 , R3=3 , x4=84 . p K =L it=0,.,4

( &= ri-%iqy = 4" S =1 pora btodos los intervalos,

AN eso nos simpligicara bastante.

Para hallar  les 2y obluze \la géi‘mula de la pdgina anterior.
Susbituye & ¢

e S e e S A

e o

Fusos ¥
3 ¥
% Zi-i 5 2 P 4 Ziw 3\'-‘1 - th ] 3&! (.- 4"2,3 §
‘ G 3 © H
L= 4 zo + ____2_ %.] + b — 4 = 22 + q
G 3 6
L g B 2. B 22080 (46)
& 3 G
(x6)
i=3 B P 2L a-20-0
G 3 c
2o + Gz o+ 22 = 6
T 4+ Y3z + 13 = -36
2, + 4z + z4 = -306

Por @ enunciado sabemos que  Zo= 24=0. Matricialmente gqueda:

Y q (o) # e
4 q 12 = -36 i flalmente se  calevlan
V] 1 Y 1z -36

%|,12 ’f %3




Yoo kenemos tedes  les  dates. SimP\emente 'nag que suebituicr en la

go'rmula del  spline  clbiceo [2.]

x €[0,11
0 0
3 v ,
( Sq("‘) = z_a '5) . i(x-of 3 (2-..1_.> (1‘0) +(‘1 %’9(4‘)()
G c =
Sz (%) = xe 1,11
sw{
Ssx) = ... xel2,3]
k Sy(n) = x e [3,4]
¥ EjERCiCiO: Obtener el sphine culbico que interpola o tablae:
il e > 3 intervales
Xi ' -4 i 2 3 n= 3 i=1,2
—
ui g 4 41 L diz=2 4= d3 =1

Para. hallar los %L usamos , como siempre , Qo formula

. 4 Z+1 4 O 14 #
VT (I TP T 3.+__zz=i_(.."_+.—).‘l+ -
3 3 2 2 Z 4 1
. 1
L=2 iia ..|.--%-22+_._4_‘7_3: - 21 x 2
6 3 e 1
Zo - Bz 4 )
e F-0) e e s (KG
3 G 2
TN . L. (x6)
6 3 G




Hasta ug'uf , W resolocien  del preblema. s cemdn @ kedes  Les
uFarEndcs= 2y 2 se halan Ué“o‘l‘ Para.  calwilar 2o y t3 me tengc

gque fyar en  los endicones  gue me  da el enuncade.

§'(-1) = §(3) =0
2o 2,

Como 2o = 23 =0 , el sistema queda:

6z, + %2 3’3} (x’-t) 242, + Yz 3-"1}

& o+ Y42z = @

!
p]

z, + 422

231! 3’18 .i[': _la

h:-s-e(—_ﬂ;) ceo 31
23

Ginalmente, queda  sustitvir en Lo fdrmuia el spline  cdbico

{381 el (L __'1__'3,/_33)_)(;1'1) x € [1,4]
‘ 23 G2 Z 3 i=1

-8/
smj € 07, ‘_sq.’i)cx-«)l('l- ‘3q’25’)(x-1) +(1 . “‘3’3‘3))(2“) xef4,2]
7 [ G 6 i=7

39/23 (3_1‘)2 \ (2-0)(x-2) o (1. (349/23)  (3-) « e[2,3)
\ G G (=3

¢ s'(1)=0 ,s(3)=2

© s (-9=0 , $'@B)=0
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¥ EJERCICIO 5.
L N

Sea S(d o spline de gado 1 que interpela @ J(x) en los  puabos
=il , = 0N
Se  censideran  los  splnes  de gm,dc.1 gue  cumplen:

gi(x) = S5 &,j=0,1,.,0

Dibi:»jar y expresar analiticamente los  sphines ¢ (x).

Bo (%) = P (0) =1 ;_,f 1 ;=_f‘“"\;_
5 d- o
B (xi) = Bs(i)=0 Vi#0 L le 5 ¢
”M‘xﬁ,«ﬁ\w o

La a,xPr«esic'ﬁ analibice digermdarc{
»1 e "
dos brames . Una recta en [O,‘i]

‘a()er\ el vesto.

o a i
Xx =0 -1
= 3 3:-‘}1—4
1-0 1

o ¥ WP o e

Ccvacion de una recta

qwe pasa > wllon L ¥ Y
por dos puntos M-t L o

-x +1 , ~elo,1]

¢ ¢ A EE’I,ﬂ]




d. (o) = 6.(2) = & (3) = .

=@ (n) =0 }

@i (1) = 1
L (
1 s Palx) = <
Vemos gue en generut , ahora  sucederd:
14 -—-—--»v: #o(x) =
Raalmente -
/l By (%) =
& S

% +1 'L’

x & Lo,1]

x€[1,2]

x €02,

\

\
Se hoallan con la ec.de la
recta que. pova Por 2 .Pumbos

o

L+ =4

«el0,i-4]
x €[i-4,1]
X EEL . i,+1]

I XE[i+‘l,n]

/

XE [0,““1]

xeln-4,n]




Demostrar gue e SPLine $(x) admite La eKPr‘esicfn:

S(») = Z_ S(KL) do(x)
gw___g
) SPL'me de ¥ grado ? - Spline de 1&° Srodo que
interple o 8(x) sole hay 4.

Bosta con comprobar que

r g(n) xta j‘)o'rmultl pona por Lo
'.x" : mMismos puntos.
" )
” ! 0
§o) i . B(x)= 2 30 Fi(x)
\ £ L (=o§ =
; g : .
: g“) S : y ¢G-.'j](¥-)
! {4 : //\
i ! | /
M I } r4
o 4 2 3 n 3= i }

x € Lj-1, j1 5 Bx) = §(x) & () + 9(xp) &5(0) é_l lo demds se anvla.

-
- : e

Recta

Paca gue sea un  spline houg que com;.roloar que sea cenbinue. Para  elio

hcua gue cemprobar  La imwaen del s-')l.me;

§4)

A Y 2 s

ik 4
) Q £k > ©

\ 2 | " - @(xe)= B(K) = 2 §(xi) $i (%) =
} a7 : { N =0

: " — = (%) By (k) = §(xk)

g 1 J=t J 3 " 3 k) ‘-""'V—‘ »,_é-hvwa

1

Es una Pcbgunﬁl. que pasa por los puntos q_,

que  queremcs . Hemos  demostrade al mismo
bempo gque e un splne ( por ser conh’nuo)
Yy que inteeruLa a g (Forgue pasa  por

los mismos puntes ).




©  Tenemos o spline de
8(«,3) en los puntos

g

Construic el sPLEnE

gruda 1 S(&,ié) que interpola a  la gunticﬁ
(‘K\.-, 55) = (i,é)

Six,y)= nZﬁ $(x, iaj) ¢ (x) ¢;(y)

=0 j:o
.
S(x,y) que interpole : wel 0 4 2
0 0 0
1 1 & 4
2 o 1 ©

Simplemente hag que  sustibuir:

1 2
ey ey

'——M‘ )
S(x,y) = §lo4) g (Ngly) + §(4,0). ¢ (x)galy) + §(1,4) S (x)dly) +

+g(4,l).¢.(x)¢.;(y) + S(l,l).(bzfx) é,{y)=—» Sdlo ponge los que no

Nt
1

\T son O en la Ltabla

porque  ya s€ que i

- ¢c("‘)¢l(‘/) * ﬁu(?‘)iﬁe(x) * Z(Jé,(x)‘.'é.(ly) + son O se anvlan,

+ () b2ly) + @g2(x)i(y)

[ ¢.(x). ¢ (y)

S(x,y) =

.

¢I (») Sﬁz_(g)

[Ejercicios 3y4 (c no)]

(x,y) € [0,11x [o,1] =1 j=4

(x.y) € [o,4) x [4,2] =4 j=2
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* ETERCICIO 3.
L S W

Sea. A particion de £-1,11 sy ﬁ=)\'4,0,‘1(f
:o :l :2.

Sea T, = % 8 /EIE--I 5t Sl[(}’!] polinemics de 2% 8mdo‘=

e ) .
dCudl es su dimensicn ¢ _ > Para hallar su  dimensidn  vamos

o ver uno base de To,

Cl|l.z 4+ bix + G X EE—’f'O]

80 -
C\Z'}.L t "}11 e 2 Cg X 6[0,"]
x? x € [-1,0] ¢ x € [-1,0]
V4 = V’-|‘:
0 s e€fo 11 L X x € L0,1]
% x €f-1,01 0 £« €0-1,01
Vi = V5:
¢ x €[0,11] X x €l ,1]
4 x e [-1,01 o x € [-1,01
V3= Vg =
0 x €[0,1] 1 x €l0,4]

la Sm\cic’n 5‘[7&) se Pu&de generar a Pa.rb'r de estes vecteres |
por combinadion Lineal. Por tanto, forman  una base:
st sen Linealmente in&ermdimtes.

J?)=)|V4,'V‘1;V3.Vh\'5, ‘fe‘(




Para ccmproipar st son mdeFenolimtes, tomames una  embinacion Lineal:
3&: TZ 3(3) = G.i\fi(l\) + QT_VZ()’-) * C\g\la(x) + q‘-t‘j'-i(ﬁ) % asvs(x) & C‘\GVG(X)
g(”) = avi(x) + ..+ QVe(x) =0 = ay=byz .. =¢z =0

Paro. que la. combinadicn Lineal sea ©
kedos s u:egicieates deben wvaler ©.

v
Son  INDEPENDIENTES

p ~ VNN /"ﬂ nm\.f'ﬂwmm‘xwmﬂ

Ny
.»J"! ¢ % b1
£ Dimension de To = namere de  elementes
LY 1
Ty de su base. j
( _

i DimTy = b /
Mt ) o
’k"wjﬂf‘"ﬁ M/ p\“‘&s«v”_ &

Sew S, (4) subespacio  de T, Scrmado por é’ E C‘j (-’\,4)
Yl Splines  cvadrades en D. > la (uwcich y la
Prime:u derivado
¢ Cudl es o dimensicn de §,(4) ¢ continuos.

Determinar wna base de G, (A).
=N g f..e-w——_ -~ f‘,w-a-.a._&\

N ¥ "‘“"\\

L

{f El dnico problema de  continvidad ‘

) pvede ocuumir en x=0
{ (por donde se divide el intemalo).

NS

“"~-{ Vamos o exigir gue sea continua.

3 T
"‘1""“\\\1 A s ¥ Mﬁ’hﬂ‘ -
e S s

¢ asX + baXx + ¢4 x € [-1,0]
g(l)= continva en =0
azx” + bax + C; x € Lo,1]
2o,k + by x €[-1,c]
i \
S(HF cenbinua  en x=0C

2aax + by x €L0,1]




Pare. que  8(x) Y §'(x)  sean continuas, vemos que se debe

c_u,mPLir;
ba = b2 —3 Hemos aRadide 2 wondiciones . Es de esperar e,
Caq & £ < wna cendicion no depende de la otra ;
o dimensicn  se rebcg,e en 2 unidoades. Y
egec'tiuamente es lo gque ocwrre.
a4+ bx 4 ¢ x € [-1,0]
S(X) = ey S g,(x) € Sz(ﬂ)
szz + bx v 0 x €[o0,1] tendra esta gorma.
I 4y Pa_ra{me{:rcs
VTV T N
Bs = )\W'l Wiy Wz, Wq}' {? dim S, = q!}
R W
Dimensidn = 4 = N2 elementos de la base. ]BiEN‘.
Dimension = 2 =7 Sen polinomios de 8ro.do 2. MAL
Dimensidn = & => Hané G variables. MAL
los elementos de la bose bLienen gue ser tedes de 8racio no
superier o 2 indefendientes y que generen todo el esrcxdu.
7‘2 X E [—’130]
W‘I(*): Wz(x): X KEE_",.I!J 7
0 « €[0,1] Ly la b es igual
en ambos intervalos.
JO X € [—1,03
ws)= 4 xelA1] wax) =
l ( 3‘2 X E Eof'i]

Pmso el intervalo entero porque

lo gue me aporta (la c) es igual

en ambos inkervalos.




¢ Son independientes  los  vectores we Si,

$(x) = aawal(x) + bwa(x) + cws(x) + azwg(x) =

=0 = a;j=b=C=a,=0.

© Degimimos S, C Sz (8) 8, =4 i £ S, (a) [ $'¢1) "Oi’

Determinar  su  dimensicn Y calwlar s base de ngmn%e para el

problema de interpolar  una guntie?: S(x) en {xe, x4, %2 § = {—1, 0, 1(‘

Tenemos  wnL 36 S, (a) gue tendrd. $i8uiente Sorma:

s

X + bx + C x € [-1,0]
8('&) =
oz + bx * C xefo,1]

Para que SE,S'(A) bene gue cumplr obra  condicion :

r-)Co")o este intervalo porgque -1 el-},0]

2a,x + b x e-1,0] ___'.__.)3‘(—'1]'=0 F 2a,(-1)+ b =0
gi(ﬁ) =
20a% + b xelLo,1] o.4=_;i_
z
b( . K) + ¢ x€[-10]
) Z
$(x) € Sy (B8) ¢=> 3% =
azx’ + bx + ¢ x €lo,1]

la base de &5 (A) estard gormada por 3 wvecteres que me generen
bede <l esFm;QO-

Gy e af S e Y
o W, % L

e = Y v g E

& B

NUMERO DE

PARAMETROS = NUMERD DE VECTORES=
= DIMENSION DE LA BASE.

H
g

Ty
g,




(_:i”. cetiol A
wq (x) = % ik uz(x) = 4 x e [-4,11
l, 1_ % x € [0,1]
Aperta b LAPorta c
0 x €[-1,01
b3 (%) =
. x €L0,11
Aperta az

g(x) se ?uede escribir  come (ombinadien Llineal de los  elemenkes
de o base s

b(f_“a) sc xel1,0}
é’(r\) = buil(x) + cuz(x) + Qzuz(x) =

azx + bx +c xe[o,11

(.\,Lo’mc es Pc&ib’le que ¢ Pot'mamnc VQL%Q 0 en tode el

intervale © Si séle bBene 2 raices (Furque es de 8rc:do 2) —» Tedes les

coePicientes kienen gue ser 0 _ (os vecteres w(x) son independientes .

* La gundch 3 deginidq en [-1,1] . Queremos interpolar dicha
Quacich e }-1,0,1% a bavés de gunciones de S, (4).

Ly \nkerpol,ar en

este ppacio.

Vamos a  deginir e problema de interpoLacion :

x'Z
bl %2} %€ x £04,0]

2

S(ﬁ) =

arx’ & bx ¢ xef[0,1]




Encontrar s € S (8) tal qe  §(-1)=(-1) s{o)=§c0) s(1) =)

formas Uneoles asociadas a  ente Pmbtema:

Lo S'L(A) — R

s —3 Lo(s) = s(-1)

L1 : Siz (A) — IR

se Sy (8) : Li(§) = §(x)
S - L'i(S)‘z s(0)

i=0,1,2
Yy = =1
Ly - S‘zfﬁ) — R X4= C
s  — Lal(s)= s(1) x2= 4

P T, il
;H_/"’” g o

) “
f;w { Vo, Va4, V2 *( ] (VJ) =:
L ANAAS 0 ifj

BASE DE LAGRANGE

* Hallar Vo :

L T

ra
bo (.L + l) + Co A E [—4,61
Z
Uﬂ(y’-) =

D-.n)\l‘i' bor 1t o 16[0:1]

Pedimes gque e  cumplan lag condiciones de  Lagrange:

Le(ve) = ve (1) = 1
Lalve) = vo{0)= 0 Resolvemos el sistema gy hallamos ag, be, €o
La (%) = vy (1) = 0
wi-1) = —-—%—-bc + Cy =4 1
Qe = 2 N T el 0]
ve (0) = Ce = O r be = - vo (1) =
Co = © 22 -2x x €Lo,1)
wWwl{1) = a¢ + by *+ ¢ =0

* Hallar w4 y vz de

RN T T

lee misma manera.




